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1 Abstract

In his article [5] The mean convergence of orthogonal series II, Harry POLLARD proved that the sequence
of Tchebychev polynomials of the second kind is a Schauder basis of LP for % < p < 3, in the more general
case of orthogonal polynomials. This report aims at simplifying his proof in the particular case of Tchebychev
polynomials of the second kind. First, we introduce a characterization of Schauder basis and an interpolation
theorem. Then, we prove that trigonometric polynomials and Tchebychev polynomials of the first kind sequences
are Schauder basis of LP if and only if 1 < p < +o00. Finally, after studying few useful operators, we conclude
that Tchebychev polynomials of the first kind sequence is a Schauder basis of L? if and only if % <p<3.

2 Introduction

Dans les espaces vectoriels normés, notamment les espaces de fonctions, il est commode de pouvoir décomposer
les éléments en éléments plus simples afin d’effectuer des calculs. C’est la que les bases interviennent. Dans
un espace vectoriel de dimension infinie, nous avons la notion de base algébrique. Cependant, celle-ci ne tient
pas compte d’une éventuelle norme sur cet espace, et donc d’une éventuelle structure topologique. Dans le cas
particuler des espaces préhilbertiens, par exemple L?, nous connaissons la notion de base hilbertienne, qui elle,
dépend de la structure topologique. Pour les espaces vectoriels normés de dimension infinie quelconques, les bases
de Schauder généralisent cette notion. Pour tous les espaces LP, nous avons donc a priori un objet permettant
d’écrire les fonctions comme des sommes de séries convergentes. Prenons ’exemple des séries de Fourier. Leur
utilité, notamment pour la physique, n’est plus & démontrer. Mais c’est dans L? que nous considérons leur
convergence : le systéme trigonométrique est une base hilbertienne de L2. Il est donc intéressant de se demander
pour quelles autres valeurs de p il est une base de Schauder de LP. Considérons d’autres familles célebres de
fonctions : les polyndmes orthogonaux. Nous savons que chacune d’elles constitue une base orthonormée de
R[X], pour le produit scalaire de L? associé & une mesure particuliere (différente pour chaque famille). Dans
un premier temps, demandons-nous si une telle famille est une base hibertienne de L?. Ensuite, pour quelles
valeurs de p est-elle une base de Schauder de L? ? Harry POLLARD, dans son article [5] The mean convergence
of orthogonal series II, montre que, sous certaines conditions sur p et sur la mesure associée a la famille de
polynoémes orhogonaux, cette derniére est une base de Schauder de LP. Mais les hypothéses de départ, si elles
sont pertinentes dans un cadre général, paraissent trop abstraites pour les mesures particulieres, plus simple, de
la forme (1 — x)*~'/2 dz. Elles sont alors réduites et finalement Harry POLLARD donne un intervalle ouvert, en
fonction de A, de valeurs de p pour lesquelles la famille considérée est une base de Schauder de LP. Cependant,
le doute persiste quant aux valeurs extrémes de l'intervalle. Nous nous proposons ici de nous intéresser au cas
particulier des célebres polynémes de Tchebychev, de premiere et de seconde espéce. Pour quelles valeurs de
p forment-ils une base de Schauder de LP ? Pour la premiere, I’ensemble recherché est exactement 'intervalle
ouvert ]1,4oc[. Pour la seconde, il est étonnant de voir qu’il est exactement ]2, 3[.

L’idée générale est, apres l'introduction de quelques concepts et outils utiles et un petit détour par le
systéme trigonométrique et les polynémes de Tchebychev de premiere espece, de reprendre la démonstration
de Harry POLLARD (dans [5]) en la simplifiant et 'adaptant au cas particulier des polynoémes de Tchebychev
de seconde espece. Elle demeure néanmoins trés technique. Nous serons tout de méme en mesure de conclure
quant aux valeurs extrémes. Dans un premier temps, nous allons introduire la notion de base de Schauder
d’un espace vectoriel normé. A celle-ci est associée une famille de projecteurs (ce sont les projecteurs sur les
sous-espaces vectoriels formés en ajoutant successivement les vecteurs de la base). Dans la suite, nous verrons
qu'il s’agit de projecteurs s’exprimant & 1’aide du produit scalaire de L? et qu'’il est donc bien utile d’avoir une
caractérisation de ces bases passant par la bornitude uniforme de la famille de projecteurs. Ensuite, puisque
I’on travaille dans LP, outre la beauté du résultat, le théoreme d’interpolation de Riesz-Thorin permettra de
montrer la bornitude d’opérateurs dits compatibles, et donc de donner la forme de ’ensemble des p pour lesquels
la famille des projecteurs est uniformément bornée de LP dans LP. N’oublions pas que nous nous intéressons
avant tout aux polynémes orthogonaux. Nous les définirons donc et verrons leurs principales propriétés, avant de
présenter les polynémes de Tchebychev. Enfin, graces aux outils introduits précédemment, nous serons a méme de
montrer que les familles considérées sont des bases de Schauder. Premiérement, nous traiterons le cas du systeme
trigonométrique, par récurrence et grace a une astucieuse relation entre les projecteurs et la transformation de
Hilbert sur le cercle, dont on montrera la bornitude. C’est 1a que nous utiliserons le théoreme de Riesz-Thorin.
Ne restera donc plus qu’a montrer, a l'aide d’un contre-exemple, que le systéme trigonométrique n’est pas une
base pour p = 1. De cela, nous déduirons le résultat pour les polynémes de Tchebychev de premiere espece.
Enfin, nous arriverons au cas de la deuxiéme espeéce, bien plus délicat. Nous devrons d’abord montrer, pour
certaines valeurs de p, la bornitude de quelques opérateurs a noyau, dont celui de Cauchy, en passant par une
formulation intégrale de la transformation de Hilbert sur le cercle. Nous ferons apparaitre ces opérateurs dans la
majoration de la norme des projecteurs, écrits sous une forme intégrale, grace au noyau de Christoffel-Darboux.
Nous traiterons finalement les cas p = % et p = 3 a 'aide d’un contre-exemple.



3 Bases de Schauder

Cette introduction aux bases de Schauder s’inspire de [3] Introduction d l’étude des espaces de Banach, de Daniel
L1 et Hervé QUEFFELEC. Dans ce qui suit, K désigne le corps R ou C.

3.1 Définition

Définition 1. Soient (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et (e,)n>0 une famille de vecteurs de E. On dit que
(en)n>0 est une base de Schauder de E si pour tout x € E, il existe une unique famille de scalaires (x,,)n>0 telle

que
n
lim ||z — E Trek
n—-+oo
k=0
Dans ce cas, on écrit :
—+o00
T = E Tnen
n=0
Pour tout n € N, on note alors :
n
el = sup || wrer
k=0

Remarque 1.

e Par unicité du développement, on remarque que la famille (e, ),>0 est libre.

e Pour tout z € E, |[[|z|| est bien définie car la suite (3_;_, zxex),, est convergente par définition d’une base
de Schauder. -

e On a, par passage a la limite : Vo € E, ||| < |||z

e |||.]l| définit une norme sur E.

3.2 Principales propriétés et caractérisation

Soient (E, ||.||) un K-espace vectoriel normé et (e,)n>o une famille libre de vecteurs de E. Dans toute la suite,
les familles de vecteurs considérées seront toujours libres. On pose F' = vect(ep)n>0 €t, pour tout N € N, on
définit sur F le projecteur Sy sur vect(ex)o<ip<n :

Vm—ZxkekeF(n>N Sn( Zwkek
k=0

Dans la suite, pour tout N € N, si F' est dense et Sy est continu, on notera toujours Sy 'unique prolongement
continu de Sy a F. Aprés une proposition pour le moins utile, nous verrons une caractérisation importante des
bases de Schauder a l’aide de ces projecteurs.

Proposition 1. Si (E, ||.||) est un espace de Banach et (en)n>0 une base de Schauder de E, alors (E, |||.|||) est
un espace de Banach.

Preuve. Soit (z(™),>¢ une suite de vecteurs de E, de Cauchy pour la norme |||.|||. Pour tout n € N, on note :

+oo
2 = ngl)e
k=0

Soit € > 0. Il existe N € N tel que
vn,p> N, ||z — 2@ <e

Donc
vm e N¥np 2 N, |3 @ - afP)er| = | Pul@®™ —2®)| < [z 20| < & &)
k=0
Alors, pour tout m € N,
42— 9 el < 30 — e | + | 0 - e < 22
k=0 k=0




donc, puisque e,, # 0 (d’apres la remarque |1)), la suite (xSZ ))nZO est de Cauchy dans K, qui est complet : elle

converge donc et on note alors x,, = llrf a:( ") ¢ K. Montrons que la série > x,,e,, est convergente pour la
n—-+00
norme ||.||. On a :
m m
Ym >n >0, Zxkek < Z(k—xk Mey, (2)
k=n k=n
e Lasérie 3 <) :E,(CN)ek est convergente pour la norme |||, donc de Cauchy. Alors il existe N’ > 1 tel que
m
Ym>n> N, Zm,iN)ek <e
k=n
e Pour tous m >n > 1, on a, d’apres (1)) :
m m n—1
N N N
Vp > N, Z(l,](f) 7%(6 ))ek < Z(xl(cp) 7932 )>€k + Z(IECP) 717/& ))ek < 92
k=n k=0 k=0
En faisant tendre p vers +oo, on obtient alors :
m
N
vm>n>1, |3 (o — 2 )er|| < 2¢
k=n
Ainsi, d’apres ,
m
Ym>n> N, Zxkek < 3¢
k=n
Donc la série 3 #,em est de Cauchy pour |||, donc elle est convergente. On note alors z = /0 z1e), € E sa
somme. Il ne reste plus qu’a montrer que z(™ T T pour [Illl. En faisant tendre p vers +oo dans (1)), on
n—-+0oo
obtient :
m
VYn > N,Vm € N, Z —J;kek <e
k=
D’ou
m
vn >N, ||z —z|| = sup Z —xp)ep|| < e
k=
ie. lim, 4 o [[|2™) — 2| = 0.
D’ou (E, |||.|ll) est un espace de Banach. O

Proposition 2. On suppose que (E, ||.||) est un espace de Banach et (e)n>0 une base de Schauder de E. Alors
les normes ||.|| et |||.||| sont équivalentes.

Preuve. On a :
o (E,|.|l) et (E,[|I]Il) (dapres la proposition[I)) sont des espaces de Banach.
e idg est linéaire, continue de (E, |||.]||) dans (E, ||.||) (d’aprés la remarque [1) et surjective.
Alors, d’apres le théoréme de 'application ouverte, il existe une constante C' > 0 telle que By (0,C) C By (0, 1).
Soit x € E'\ {0}. Alors HIHx € By (0,C) C Byy(0,1). Donc || quxm <1, ie. [[|z]| < C71||z| (vrai aussi pour
2z =0). Notant K = C~', on a alors :

Ve e B, [zl < Kz

Ceci montre, avec la remarque [1], I’équivalence des deux normes. O

Corollaire 1. On suppose que (E,||.||) est un espace de Banach et (en)n>0 une base de Schauder de E. Alors
(Sn)n>0 est une famille d’opérateurs linéaires continus de E dans E uniformément bornés.

Preuve. La continuité des opérateurs (S, )n>0 se déduit immédiatement de la proposition précédente. Pour tout
n € N, on a, par définition de ||.|| :

Ve € B, |[Sn()]| <[zl < K]

ou K est la constante d’équivalence des normes de la preuve de la proposition précédente. Donc, pour tout
n € N, S, est continu et ||S,| < K, ot K est indépendant de n. O



Proposition 3. On suppose que (E, ||.||) est un espace de Banach. Alors (en)n>0 est une base de Schauder de
E si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. la famille (Sy),,~, est uniformément bornée de E dans E
2. vect(en)n>o0 est dense dans E.

Preuve.

e On suppose les assertions 1. et 2. vérifiées. Il existe alors une constante K > 0 telle que ¥n € N, ||S,|| < K.
Montrons d’abord lexistence de la décomposition. Soit N € N. F est dense dans (E, ||.||), E est un espace de
Banach, et Sy est un opérateur linéaire continu défini sur F'. Il existe donc un unique prolongement continu,

toujours noté Sy, de Sy & E, qui vérifie encore : ||Sy|| < K. Soit € E. Soit € > 0. Comme F = E, il existe
une suite (z,,)n>0 € F™ telle que ||z, — || i 0. II existe donc ng € N tel que ||z, — z|| < €. En outre,
- n— oo

comme z,, € F, il existe Ny € N tel que
VN Z NO7 pN(-Tng) = Tny

Alors, pour tout N > Ny,

ISn () — || < [[Sn () = @ | + |20, — zll = SN (2 = @no) || + [[2n, — ]|
< IS+ 1) 1z = 2, |
< (K +1)e

Dot lim,, 4o || Sn(z) — || = 0, ce qui montre 'existence de la décomposition. Montrons maintenant 'unicité.
On note 0 = Z;:é zrer € E. On veut montrer que Vk € N, 2, = 0. Soit V € N. Alors :

N N-1 N N-1 n
E TrCr — E TLEL E TEECL E TLEL E TLEL
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

En faisant tendre n vers +oo, il vient alors que z = 0. D’ot 'unicité de la décomposition pour tout z € F,
par linéarié du passage a la limite.

e Réciproquement, on suppose que (e,)n>0 est une base de Schauder de E. L’assertion 1. est alors vraie, d’apres
le corollaire [T] L’assertion 2., quant & elle, découle directement du fait que la définition d’une base de Schauder
nous donne, pour tout z € E, une suite de vecteurs de F' convergeant vers x.

Vn > N, |zn||en|l = < + <2K

O

C’est cette caractérisation que 1'on utilisera systématiquement pour montrer qu’une famille est une base de
Schauder.

4 Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréeme de Riesz-Thorin, qui est un résultat fondemental en théorie
de I'interpolation. Pour cela, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires, d’analyse complexe, sur la
dualité et le espaces LP. Pour deux espaces vectoriels normés E et F, on notera ||.||; » la norme d’opérateur
E — F et simplement ||.||; la norme d’opérateur £ — E. 7

4.1 Rappel de dualité, lemme des trois droites

Notations.
e Pour tout p € [1,400] on note p’ le conjugué de p : % + 1% =1.
e Soient E un espace vectoriel et E' son dual topologique. Pour tous x € E et f € E', on note :

e Pour un espace mesuré (X, A, ) et pour p € [1,+00], on note S’E l’ensemble de ses fonctions simples de LP.
En outre, lorsque l'on écrira f = ), aily, € St les ensembles A; pour i € I seront considérés comme
disjoints.

On rappelle d’abord le théoréme de représentation de Riesz, un résultat important sur la dualité des espaces LP,
dont on pourra trouver une démonstration dans [2]. Notons que toutes les mesures considérées dans la suite
seront o-finie.



Théoréme 1. Soient (X, A, 1) un espace mesuré o-fini et p € [1,+oo[. Alors LF (X)" et LZ, (X) sont isométriques.
Plus précisément, pour tout f € LV (X)', il existe un unique g € Lﬁ/ (X) tel que

vhe Lh(a), (o) = [ o

et on a alors : ”f”(Lp)f = llgll Lo

On déduit de ce théoréeme la proposition suivante, simplifiant le calcul de la norme d’une fonction.

Proposition 4. Soient (X, A, u) un espace mesuré o-fini et p € [1,400]. Pour tout f € LP,

1l = sup [(f.9)]

P
geS],
gl <1

Preuve. Soit f € LP. D’apres I'inégalité de Holder, on a, pour tout g € Sﬁ/ telle que ||g|,» < 1:

(F )l < M Fll o llgll o

Sil< p< +o00, le résultat est une conséquence du théoreme de Hahn-Banach et de la densité de Sfj/ dans L?'.
Montrons-le maintenant pour p = 1. Soit € > 0. Comme S}, est dense dans L', il existe f=1_axla €8 .
(ot Vk € [1,n], o # 0) telle que || f — fHL1 < 5. On a donc en outre : || f|[;1 < HfHLl + 5. On considere alors

la fonction .
Qg
=Y rq
9

Alors g € L™ et ||g|| ;« < 1. De plus, (f,g) = ||]‘7||L1 On a donc, par I'inégalité triangulaire :

|<f7g>| Z |<f~ag>’ - ‘<f_fvg>‘ Z HfNHLl - Hf_fHLl ||g||L°° Z ||f||L1 —€

D’ou le résultat. Enfin, montrons-le pour p = co. Soit € > 0. On considére 'ensemble A = {|f| < || f||,« —¢€}-
Comme p est o-finie, il existe (X,)n>0 € AN telle que Vn > 0, w(Xy) < 00 et X = Up,>0X,. Alors il existe
n € N tel que (AN X,,) > 0. En effet, sinon on aurait

u(A) = p(X) = p(Unz0 (AN X)) < D p(AN X)) =0
n>0

alors que, par définition de || f||;«, #(A4) > 0. On pose donc, notant B = AN X,,

_ L
9= u(B)

Ainsi, g est une fonction simple de L' et ||g||;. = 1. En outre

1p

1
<f,g>|‘M(B)/deu‘ > (£l — ¢

Dot || £l =sup {|(f,9)l,9 € Sk, llgll,. <1} O

Le théoréme suivant, aussi appelé lemme des trois droites d’Hadamard, est un résultat dont nous aurons besoin
pour démontrer le théoreme de Riesz-Thorin. Il est une application du principe du maximum.

Lemme 1 (Lemme des trois droites). On note A = {z € C|0 < R(z) < 1}. Soit f une fonction holomorphe
sur A, continue et bornée sur A. Pour tout 8 € [0,1], on pose :

My = sup| f(0 + it)|
teR

Alors
Vo €[0,1], My < MM



Preuve. On note : M = sup,c|f(2)]. Soit p > 0. Pour tout ¢ > 0, on considere la fonction F. de A dans C
définie par :
2
Vze A, F.(z)=p°e” f(z)

Pour tout € > 0, F. est holomorphe sur A et continue sur A (comme produit de telles fonctions). Soit € > 0. On
a: 2 2 2
Vi e R,VO € [0,1], |F.(6+it)| =p?es® ~1)|f(6 + it)| < max(1,p)Me'™?

Donc ,
YVt €R, sup |F.(0+it)| < max(1,p)Me'™*
0<6<1
C’est pourquoi
sup |F.(0+it)] —— 0

0<6<1 [t|—+o00
Il existe donc R > 0 tel que
VteR, |t| > R= sup |F:(0 +it)| < e+ max(My, pe® M) (3)
0<0<1

On se place sur Kp = {2 € C| 0 < R(2) < 1,|2| < R} C A, qui est compact (car fermé et borné). Alors F. est
holomorphe sur KR et continue sur K. Done, d’apres le principe du maximum, le maximum de |F.| est atteint
sur le bord 0Kgr de Kg. Or :
o VtER, |F.(it)| = e~ | f(it)| < My,
o Vt ER, |F.(1+it)| = pes=)| f(1 + it)| < pes My,
o VO €[0,1], |Fo(0 £iR)| < supge,<;|Fe(x £iR)| < max(My,pe*M;) +e  d’apres (3)).
D’ou o

zrrel%);|FE(z)| = ZIg%E?(JFs(Z” < max(My,pe*My) + ¢
En outre, d’apres ,

Vz e A\ Kg, |F-(2)] < max(My,pecM;) + e

Finalement, on a donc :
V(0,t) € [0,1] xR, |F.(0+it)| < max(Mo,pe°Mq)+¢
En particulier, pour p = %‘f >0,ona:
Vz €A, |F.(2)| < max(My, Moe®) + & = Mymax(1,ef) +& < Moe + ¢
En faisant tendre € vers 0, on obtient alors :
Vze A, [p*f(2)] < Mo
ie.
V(0,t) € [0,1] x R, MIM?|f(0+it)| < My

soit
V(0,t) € [0,1] x R, [f(0+it)] < My~ MY

D’oil
VO €[0,1]), My < ML~ M!

4.2 Somme de deux espaces LP
Soient (X, A, 1) un espace mesuré o-fini et p,q € [1,+00].

Rappel. On note L} (X)+L{(X) = {g+h]|ge LE(X),h € Lﬁ(X)}. Cet ensemble est alors un espace vectoriel,
somme des deur espaces vectoriels Lt (X) et L% (X). Dans la suite, on le notera parfois, en l'absence d’ambiguité,
simplement LP + L9.

Notation. Pour tout f € LP 4+ L%, on pose : || fll oy po = inf{llgll o + 2llpe | f=g+h,g € LP,h € LI}

Remarque 2. Lorsque p = q, LP + L9 est exactement LP, et garde la méme norme. On peut donc ici supposer
que p # q.



Proposition 5. ||.|[, ;. est une norme sur LP + L1.

Prewve. .|| 1. est une application de LP + L dans R, . L’homogénéité et I'inégalité triangulaire ne posent
guere de difficultés. Montrons la propriété de séparation. Soit f € LP + L9 telle que || f]| rrara = 0. Alors, par
définition de cette norme, il existe deux suites (g, )n>0 € (LP)N et (hn)n>0 € (LYY telles que

VneN, f=gotha et gl +llhnllpe 7= 0

Alors ||gn|| .o —— 0 et ||hy]|,, — 0. Soit ¢t > 0. On a, pour tout n € N,
n—+00 n—+0o00

{f1 =t} C{lgn + hn|l >t} C{lgn|+ |hn| >t} par Pinégalité triangulaire

c {Ignl > ;}U{Ihnl > ;}

e On suppose p,q < +oo. Alors, pour tout n € N,

i =) <u({lo= 5 ) +u ({2 51) <n({r= (5) )+ ({mr= (5)'})

2\” 2\*
< <t) lgnlls, + (t) |hnll%, par I'inégalité de Markov

En faisant tendre n vers +o00, on en déduit que u({|f| > ¢}) = 0.

e On suppose maintenant p = 400 et ¢ < 400 (le cas p = +00, ¢ < 00, étant symétrique se traite de la méme
maniere). Comme lim, 4 ||gn|/ = 0, il existe Ny € N tel que Vn > Ny, |gn| < 5 presque partout. Pour
tout n > N, on a donc :

12 ) < ({lonl 2 ) + ({ ()q})s(f>q||hn|iq

En faisant tendre n vers 400, on en déduit que pu({|f| > ¢
Dans tous les cas, on a montré que V¢t > 0, u (] f| >¢) = 0. On en dedult que f = 0 presque partout, ie. f =0
dans LP + L9. D’ou la propriété de séparation. O

Proposition 6. L? + LY muni de la norme précédemment définie est un espace de Banach.

Preuve. Soit Y f,, une série absolument convergente de LP 4+ L. Montrons qu’elle est convergente. Pour tout
n € N, par définition de |||, ., il existe g, € L et hy, € L9 telles que [|gnll o + 1Al o < [ fall oy ra + 50
On a alors :

1
V€N, lgnllpe < llgnllpe + Ihnllpe < fallpoyra + 5
Or les séries Y || full oy pa €6 D 5 sont convergentes. Donc la série Y ||gn ||, est convergente, ie. la série Y gn
est absolument convergente. Alors, LP étant un espace de Banach, elle est convergente dans LP. On note g € LP
sa somme. On montre de la méme maniére que Y h,, est convergente dans L? et on note h € L9 sa somme.
Finalement, notant f =g+ h € LP + L9, on a :

n n n
VneN, | fu—f Y ogn—g| +[D_ba—h
k=0 Lp+La k=0 Lr k=0 La
D’ou la convergence de la série Y f,,, de somme f. On en déduit que LP + L7 est un espace de Banach. O

Lemme 2. Soient py,p1 € [1,+00]. Alors, pour tout 6 € [0,1], posant pi = 0 Lpo c LPo 4 LP1
contindment. Autrement dit, l’injection ig : f € LP? — f € LPo 4+ LP* est continue. De plus, on a : ||ig]| < 2.

Preuve. Dans le cas pg = p1, idg = idpro est continue, de norme 1. On suppose & présent que po < p; (le cas
p1 < po est symétrique, quitte & remplacer 6 par 1 — 6). Soit f € LP? \ {0} (le cas f = 0 est évident puisque
LP9 et LPo + [Pt sont des espaces vectoriels). Soit A > 0. On note : A = {|f| > )\}, et g = f]lA, h = f14c. Alors
f = g+ h. Montrons dans un premier temps que g € LP° et h € LP'. On pose : ; =1— 22 Alors, en utilisant
I'inégalité de Markov :

/XIILA\Tduz/ Ladp=p(A) = p({If| =2 A}) = n({1fI"" = A })

Peo
<5 foiran= (e} <o



pTG Po—Po
Donc 14 € L" et ||14]|,- < (M) = (”f‘l)f”) . Sachant que py < 400, pour g, on a alors, par

linégalité de Holder (r et L étant conjugués) :

/ g7 dpx = / LalfP dp = 10a ™l < 10all o 7] e
X X L Po

Po6—Po
S (”f”)\LT’B) ||f‘ Dy = ||f| LPe < 400

A\Po—Po

Po
D'ott g € LP° et ||g|| ;00 < A5 I 71179, - Montrons maintenant que h € LP'. Pour cela, on distingue deux cas.
Si p1 = 400, alors Vo € X, |h(x)| = La¢(z) |f(z)] < A, donc h € LP* et ||h||;,, < A. Supposons & présent que
p1 < +oo. Alors :

/X WP dp = /X Lac [f” dpu = / Lac [F7772 [£17% d < W0v20 £, < +o0

Donc h € LP* et ||h| 1 < A ||f||Lp9 On a donc montré que f € LP° 4+ LP'. En outre, en posant A = || f|| 14,
on a, d’apres ce qui précede, que ||gll o < || fllzre €t |2l o2 < || f]|Lpe - Donce, par définition de ||.||L,)0+Lm,
£l poyzer < 201 fll oo - Donc Dinjection dg : f € LP? +— f € LP0 + LP0 est continue et ||ig|| < 2.

4.3 Opérateurs compatibles

Daus la suite de la section 2, on considére les espaces mesurés o-finis (X, A, u) et (Y, B,v), les réels py, pl, qo, Q1 6

[1,+00] et les espaces L0 (X), L (X), Li*(Y) et Li(Y). En outre, pour tout ¢ € [0, 1], on pose i + —

et L =
ao

Définition 2. On dit que deux opérateurs Ty : LP° — L et Ty : LP* — L9 sont compatibles s’ils coincident
sur lintersection LP° N LP'. On note alors indifféeremment T ces deux opérateurs.

Ainsi, lorsque l'on parlera d’un opérateur défini sur deux espaces différents, il s’agira en fait de deux opérateurs
compatibles.

Lemme 3. Soit T' un opérateur linéaire, continu de LF?(X) dans LI*(Y') de norme My et continu de Lh (X)
dans LI (Y') de norme M. Alors le prolongement de T' a LP° + LP* défini par

Vg+heLP+ L T(g+h)=T(g)+T(h)
est un opérateur linéaire continu de LP° + LP* dans L% 4+ L%, de norme ||T|| < max(My, My).

Preuve. Montrons d’abord que le prolongement 7" est bien défini, ie. que, pour tout f € LP0+LPt, T(f) ne dépend
pas de la décomposition de f. Soit f € LP° 4 LP*. Soient g,g € L et h, h e LP* telles que f =g+ h =g+ h.
On veut montrer que T(g) + T(h) = T(g) + T(h). Commeg+h*g+h onag—g§=~h—heLPNLP. Donc
T(g—§) = T(h— h). D’o, par linéarité, T'(g) + T'(h) = T(§) + T(h). Le prolongement T est linéaire de maniére
évidente et son ensemble d’arrivée est bien L9 + L9'. Reste a montrer la continuité. Soit f € LP° + LPr. Alors,
pour tous g € LPo et h € LP* telles que f =g+ h,on a :

1T a0y Lo = IT(9) + T a0 ar < NT(9) | pao + T (A)]| Ly
< Mo llgll o + My || 5, < max(Mo, My) (gl po + 12l 1)

Dot [|T(f)l pao 4 par < max(Mo, M1) ||| poyper - Done T est continu de LP° + LP* dans L% + L9, de norme
inférieure ou égale a max (Mo, M). O

Remarque 3. Inversement, si T est un opérateur défini sur la somme LP° + LP1, alors les restrictions de T a
chacun des deux espaces LP° et LP* sont compatibles. Ainsi, définir un opérateur sur LP° et LP* (au sens des
opérateurs compatibles) revient & définir un opérateur sur la somme LPO 4 LP1,

Remarque 4. On peut définir 'opérateur continu 1" sur une partie dense de LP° N LP, cet espace étant muni de
la norme définie par Vf € LPo N LP', || f|| 1porper = Max (|| f]l po 5 || f|l 11 )- Cependant, lorsque la mesure p est
finie, puisqu’alors ||.|| ;o < C'|.||;»; (0t C > 0 et en supposant py < p1), on peut définir T' sur une partie dense
de LP. On a alors, par unicité du prolongement continu, un opérateur continu 7' défini sur LPo, LP* et LPo + [P,
C’est ce que nous ferons dans la suite, avec les polynomes trigonométriques et les polynémes de Tchebychev.



4.4 Le théoréme de Riesz-Thorin

Enfin, nous avons tout ce qu’il faut pour montrer le théoreme de Riesz-Thorin, un résultat fondamental de la
théorie de l'interpolation que I’on retrouve dans [IJ.

Théoréme 2 (Riesz-Thorin). Soient (X, A, p) et (Y,B,v) des espaces mesurés o-finis, po,p1,40,q1 € [1,+00],
et T un opérateur linéaire, continu de LE°(X) dans L{*(Y') de norme My et continu de LV (X) dans Li*(Y') de

norme M. Alors, pour tout 6 € [0,1], T est continu de LE*(X) dans L{*(Y'), de norme My < My MY,

Preuve. Soit 6 € ]0,1[ (on a déja le résultat pour 0 et pour 1). On suppose dans un premier temps que py = 0.
Alors pg = p1 = oo. Donc T est continu de L™ dans L% et de L™ dans L?'. Pour tout f € L°°, on a alors, par
I'inégalité de Holder :

1T fllpee = H(Tf)(lff’)(Ie(Tf)f’qe i < H(Tf)(l*&)qg

< My~ MY || £ e

i I 1-0 0
et 1D o = NTS o 1Tz
2

[ (1—=0)qg

T est donc continu de L*° dans L% de norme inférieure ou égale a Mé_aM 9. On suppose & présent que py < +00.
On consideére 'opérateur T : LPo + [Pt — L% + L9 donné par le lemme [3] I est alors continu de LP° 4+ LP* dans

L% + L% . Montrons qu'il est continu de LP? dans L%. Soit f = 37} j anlla, € SE. Soit g =375 Brllp, € Sy
telle que [|g[| ,; < 1. Onnote A = {z € C |0 < R(z) < 1}. Pour tout z € A, on considere les fonctions f. et g-
définies par :

’
)

Vo€ X, fo(x) = f@)|7 T @) et Wy eY, g.(y)=lgw)"  gy)

Alors, posant, pour tout k € [0, m], ¢r = arg(ay) et, pour tout k € [0,7], ¥ = arg(Bx), elles s’expriment avec
les indicatrices de la maniere suivante :

m r
fo= 3 Jonl? €94 1a, et g = |Gl g,
k=0 k=0
On considere alors la fonction ® définie sur A par :
Vze A, ¥z)=(Tf.,9.)
Ainsi, pour tout z € A,

1—=2 z p 177,2—% .
B(2) = Z |ak|”6(W*ﬁ) W‘”(ﬂo “1>ez(¢’k+w’)/T(]lAk)]lBl dv (4)

Y

Alors, pour tout z € A,

@) < 37 max (o] an| 7 ) max (mqs,mlq; IT(La) 15 1
0<k<m
0<i<r

> max (Jagl %, ap| 7 ) max (W’o A8 ) 1l oo 12300 o 1T o, oo
0<k<m
0<Ii<r

IA

la deuxieme inégalité étant obtenue par I'inégalité de Holder. Ceci montre que ® est bien définie et bornée sur A.
En outre, grace a I’expression de @, on remarque qu’elle est continue sur A et holomorphe sur A. De plus,

P ’ ’
elle vérifie, d’apres l'inégalité de Holder, puis sachant que, pour tout y € R, | f;,| = |f\% et |giy| = \g|q“’/qO :
Vy € Rv ‘(I)(Zy” < ”T(fiy)”qu HginLq(’) < HTHLPO,LQO ||fiy||qu HginLq{,

Po i b ’
= Mo |[£55| | oe]| L = Mo llF1 gl

Lo
De maniere analogue, on trouve que

po
1

vy e R, [O(1+iy)| < M £, llg| %"



On en déduit donc, d’apres le lemme des trois droites, que

(T 9) = |@O)] < My~ MY || £l oo llgll o,

D’on, d’aprés la proposition [
ITfll a0 < Mo~ MY |11l o0

Rappelons que ’on veut montrer que la restriction de T': LPo + LP* — [ 4 [9* § LP% envoie bien LP? dans L9
et est continue LP? — L%. Nous venons de montrer que la restriction a Sf? de T': LP° + LP* — L9 + L9 est
continue LP¢ — L9 . En prolongeant cette derniére restriction continiiment a LP¢ et grice a la continuité de
Iinclusion L9 C L% 4 L%, on obtient un opérateur borné Ty : LP¢ — L9° 4 L9, En outre, la restriction 77 de
T:LPo4 [P — [P0 4 [9 3 [P0 est continue LP? — L9 + L9 grice a 'inclusion continue LP? C LP° + LP1. Ainsi,
par unicité du prolongement continu, Ty = T3. Il s’agit donc bien de T' (au sens des opérateurs compatibles).
D’olt T est continu LP¢ — L%, de norme My < Mg~ MY, O

Le corollaire suivant précise la forme que prend l’ensemble des p € [1,400] pour lesquels une famille donnée de
projecteurs bornés est uniformément bornée de LP dans LP.

Corollaire 2. Soit (X, A, ) un espace mesuré fini. Soit (e,)n>0 une famille de L= N L', orthonormée pour
le produit scalaire de L?. Pour tout N € N, on note Sy le projecteur orthogonal sur vect(er)o<k<n, qui est
alors défini sur LP pour tout p € [1,400]. Alors ensemble des p € [1,400] tels que (Sn)N>0 est uniformément
bornée de LP dans LP est de la forme [p,p’] oulp,p'].

Preuve. Montrons d’abord que c’est un intervalle. Soient p < ¢ tels que (Sn)n>0 est uniformément bornée
LP — LP et uniformément bornée L4 — L7. Soit 7 € [p,q]. Alors L € [% , %] Il existe donc 0 € [0, 1] tel que

r

1 1-6 6

r p

Alors, d’aprés le théoréme de Riesz-Thorin, pour tout N € N, Sy est borné L™ — L" et ||Sy||;» < ||SNH1L;9 ||SN||9LQ.
D’ou (Sn)n>0 est uniformément bornée L™ — L". Reste & montrer que si c’est le cas pour p, alors c’est aussi le
cas pour p'. Soit p € [1,+oc]. On suppose que (Sy)n>o est uniformément bornée LP — LP. Soient N € N et
f € L. Pour tout g € S5 telle que [|g][, <1,

N N

D ews Fzlg en)| = D (ens ) 2(g en) e

k=0 k=0
= (7. Sna)| < I fllpw 1SnallLe < 1USN Lo I1£1 e

N

(e )2 (f en)
k=0

g, Snf)l =

D’oti, d’aprés la proposition |, [|Sx fll ;. < 11Svlls IIf]l .- Donc (Sx)n>o est uniformément bornée L —
L¥. O

5 Polynomes orthogonaux

L’ouvrage & partir duquel est écrite cette section est [6] Orthogonal polynomials, de Gabor SZEGO, référence
majeure sur la théorie des polynémes orthogonaux.

5.1 Construction et définition des polynémes orthogonaux

Soient a < b € R. On considére une fonction w Lebesgue-mesurable, positive, non presque partout nulle, définie
sur Ja, b[, ainsi que la mesure dy = wdz. On note alors (.,.) le produit scalaire usuel sur L2 (a,b) :

b
Vi,g € L2(ah), <f,g>:/ fgdu

On suppose que tous les moments sont finis :

b
Vn € N, /x"du(x)<+oo

En particulier, la mesure p est finie. La fonction w est appelée fonction poids.

Remarque 5. Pour tout p € [1,+o0], R[X] C L% (a,b).

10



Définition 3. On appelle famille de polynéomes orthogonauz pour le produit scalaire {.,.) toute base algébrique
(Pn)n>0 de R[X] orthogonale pour (.,.) et telle que, pour tout n € N, deg(p,) = n.

Remarque 6. Pour tout n € N, (pr)o<k<n est une base de R, [X].

La proposition suivante, immédiate, donne I'unicité d’une telle famille.

Proposition 7. Pour le produit scalaire {.,.), il existe une famille de polynomes orthogonaux. Celle-ci est
unique a multiplications prés de ses éléments par des réels non nuls, et peut s’obtenir en orthogonalisant la base
canonique (X™)p>0 (avec le procédé de Gram-Schmidt).

5.2 Propriétés fondamentales

Deux outils essentiels concernant la théorie des polynémes orthogonaux sont la formule de récurrence et le noyau
de Christoffel-Darboux. Soit (p,,)n>0 une famille de polynémes orthogonaux. Pour tout n € N, on note k, le
coefficient d’ordre n de p,, kI, son coefficient d’ordre n — 1 (avec kj = 0), et hy, = (pn , Pn)-

Proposition 8 (Formule de récurrence). On a la relation de récurrence suivante :

Vn > 2, Pn = (anX + bn)pnfl — CnPn—2

_ by = Ky ke ¢ _ g fneafin
fin = ’ = n kn knfl ‘ n = knflhn72

ou

Preuve. Soit n > 2. Par définition de a,, apnXpn—1 — pn € R,_1[X]. Alors, (£2)p<p<, étant une base
\/hk ==
orthonormée de R,,_1[X], ce polyndme s’écrit :

n—1

AnXPr—1— Pn Dk ~— a
4 XPn—1 — pn = Z< n P i PuoPh) > X Pt Pr)PR
k=0

Or, pour tout k € [0,n — 3], en passant par la formulation intégrale du produit scalaire, puis sachant que
deg(Xpr) =k+1<n—2et que p,_1 € R, o[X]* (par construction de p,_; avec le procédé de Gram-Schimdt),

(Xpn—1,pk) = (Pn—1,Xpr) =0

On a alors :

a
anXpn—l —Pn = <Xpn—1 7pn—1>pn—l + h = <Xpn—1 7pn—2>pn—2
n—2

h:iz (XPn—1,Dpn—2). Reste & expliciter ces deux quantités avec les

an
hn—l
On pose : by, = — 32— (Xpp_1,pn—1) €t ¢ =
coefficients et les normes :

b
<Xpn—1 7pn—2> = / pn—l(x) (kn—Q‘Tnil + o ) dﬂ(x)
b
- kn 2 Pn— 1( ) n-l dp,($) car pnp—1 € Rn72[X]L
Pn— 1

b

ke

- f/ o124 ) da(e)
 knes /‘” () = Epn—ohn 1
kn 1 Pn= 1 B kn—l

11



et

(Xpn-1,Dn-1) = / Pr—1(x) (kn_lwn + k;_lznfl 4. ) dp(x)
b
- / Pn—1(z) (kp_12™ + k;_lxnfl) dp(z) car p,_1 € R,_o[X]*"
4t knk!
] e
kn a kn—l
knor [° kno1 [° knk! _ i
= Z ! / Pr—1(2) (ko™ + kjz" ") du(z) + 2 ! / Pr_1(x) <I€11 — k;) =" du(x)
kn_1 [° Y knk,,_ e
b [ s dnte)+ B2 i) (B2 ) a4 Y aute)
n a n a n—
/_1 k/ b
= (Pn—1,Pn) + (k" o k”) / pn-1(z) (knaz" "+ -+ ) du(z)
ko KL\ [P
=0+ (k 1 — k:)/ Pr1(z)? dp(z)
n— n a
K K
_ (St Ea)y,
(kn—l kn) !
D’ou

b, =a % — Fn 1 et ¢, =a 7]%72}%71
" " kn kn—l " nkn—lhn—Q

O

Pour tout n € N, il peut étre intéressant de considérer le projecteur orthogonal S,, : LZ(a, b) — Li (a,b) sur
R, [X]. Grace a la famille de polynémes orthogonaux (pg)k>0, il s’exprime de la fagon suivante :

<fapk:

)
hi Pk

Vf € Lk(a,b), Su(f)=>

k=0

Soit, par linéarité de 'intégrale, pour tous f € Li(a, b) et x € ]a, b,

Surte) = [ 30 O 1) gy

k=0

En posant, pour tous z,y € |a, b],

K, (r.y) = z": Pr()pe(y)

k=0 o
on a alors : .
Suf@) = [ Kole,)(0) duty)
Définition 4. Pour tout n € N, la fonction K, ainsi définie est appelée noyau de Christoffel-Darboux.

Grace a la formule de récurrence, on montre une expression plus simple du noyau de Christoffel-Darboux.

Proposition 9. Pour tout n € N et pour tous x,y € |a, b,

kn  Pn1(2)pn(y) — pr(@)pnia(y)
Kn 5 =
(x y) kn—i—l hn r—=y

Remarque 7. Comme Vn € N, deg(p,+1) =n+ 1 > 0, cette expression du noyau est bien définie lorsque z = y.

Preuve. C’est une preuve par récurrence. Soient z,y € |a,b[. Pour n =0, on a :

po(@)po(y)  k§ k1w —kyy

Ko(z,y) = Y ——" (bien défini si z = y)
_ ko (kx4 k1) ko — ko (kiy — k1) _ ko pi(2)po(y) — po(@)p1(y)
k1ho r—Yy k1ho xr—y

12



Soit n > 1. On suppose la formule vraie pour K,,_1. On a, par la formule de récurrence appliquée a p,1 (licite
carn+12>2):

~—

Pn (y) - Cn—&-lpn—l(x)pn (y)
Pn (x)pn(y) + C7L+1pn(x)p7z—1(y)
= an41( = Y)pn(@)pn(Y) + 1 (Pn(@)Pn—1(y) = Pr1(2)pn(y))

)
_ kn-}-lhn (x _ y) <pn(1‘)pn(y) + Kn—l(x’ y)>

Prt1(2)Pn(Y) — ()Pt 1(y) = (@ny12 + byg1) pu(z
— (ant1y + bnt1

~—

kn, hy
kni1h
= = (@ = ) Ka(,y)
D’ou
kn Pn+1 (x)pn (y) - pn(x)anrl (y)
kn+1 hn r—y

Kn(z,y) =
O

Proposition 10. On suppose que a,b € R. Alors, pour tout p € [1,+00|, la famille de polynémes orthogonauz
(Pn)pso est totale dans LY, (a,b).

Preuve. Soit p € [1,400[. Soit f € LE(a,b). Soit ¢ > 0. L’intervalle [a,b] étant un compact de R, I’ensemble
des fonctions continues C([a,b],R) est dense dans L7 (a,b). C’est pourquoi il existe g € C([a,b],R) telle que
If=gll.» < 5. En outre, d’apres le théoreme de Weierstrass, R[X] est dense dans (C([a,b],R), .|| ). 1l

2
existe donc p € R[X] tel que ||g — p|l 00 < £ (rappelons que, comme les moments sont supposés finis,
2u(]a,b) P

u(la,b]) < +00). Ainsi on a :

| ™

lg = pllze < pla,bD)? llg —pllp~ <

Il vient alors :
1f=plee <If=9llpe +llg—pl <€

Or p € R[X] = vect(pn)n>0. D’ott vect(py,)n>o est dense dans Lﬁ(a, b). O

Remarque 8. Lg° n’étant pas séparable, (p”)nZO n’est pas totale dans Ly°.

5.3 Polynoémes de Tchebychev de premiere espéece

Dans cette section, on se place sur [—1,1] et on définit la fonction poids w par : Vo € (—1,1), w(z) = (1 —22)~ 2.
Nous allons considérer une famille particuliere de polynémes, définie d’abord par récurrence, dont nous verrons
ensuite qu’il s’agit de la famille de polynémes orthogonaux (unique & multiplications prés) pour la foncion poids
w.

Définition 5. On appelle famille des polynomes de Tchebychev de premiére espéce, la famille (T,),~, de R[X]
définie par : -
TO = 1, T1 =X et VYn 2 2, Tn = QXTn_l - Tn_g

Remarque 9. Par une récurrence immédiate, on remarque que Vn € N, deg(T;,) = n, et donc que (T},)n>0 est
une base de R[X], ainsi que kg = 1 et Vn >, k, = 2"~ L.

Proposition 11. Pour tout n € N et pour tout 0 € [0, 7],
T, (cos @) = cosnb
Preuve. La définition de ces polyndmes nous suggére bien siir de raisonner par récurrence. Soit 6 € [0, 7]. Pour

n=0et pourn=1,ona:
To(cosf) =1 =cos00 et Ti(cosf) = cosb

Soit n > 2. On suppose que la formule est vraie pour 7T,,_1 et T,,_o. Alors, par définition de T,,, puis par une
formule trigonométrique :

U, (cosf) = 2(cos0)T,,—1(cos ) — T),_2(cos @) = 2 cos b cos(n — 1)0 — cos(n — 2)0 = cosnb

Proposition 12. La famille (T,,)n>0 est la famille de polynémes orthogonaux pour la fonction poids w.

13



Preuve. Soient m,n € N. On a, en utilisant le changement de variable x = cos# :

1 T T T
(T, Th) = /_1 de = /0 cosmb cosnf df = %/0 cos(n +m)6do + %/0 cos(n —m)6 df

Alors :
o sim=mn=0,alors (T,,,,T,,) =,
o sim=mn>0,alors (T}, ,T,) = 5,
e si m #n, alors (T, ,T,) = 0.
La famille (7},)n>0 est donc orthogonale. Donc, d’aprés la remarque |§|, (Th)n>o est la famille de polynémes
orthogonaux pour le poids w. O

Remargue 10. La famille (T5,), >0 vérifie :

ho=m, ko=1 et VneN, hn:g,knzzn‘l

5.4 Polyndémes de Tchebychev de seconde espéece

Dans cette section, on se place également sur [—1,1] et on définit cette fois la fonction poids w par : Vz €
(-1,1), w(z) = V1 — 22. Nous allons considérer la famille des polynémes de Tchebychev de seconde espéce, dont
la définition, par récurrence, differe de celle des polynémes de premieére espeéce par le deuxiéme terme initial.
Nous verrons ensuite qu’il s’agit de la famille de polyndmes orthogonaux (unique a multiplications prés) pour la
foncion poids w.

Définition 6. On appelle famille des polynomes de Tchebychev de seconde espéce, la famille (Uy),,~, de R[X]
définie par : B
Up=1, Uy =2X et VYn>2,U,=2XU,_1—U,_o

Remargue 11. Par une récurrence immédiate, on remarque que Vn € N, deg(U,,) = n, et donc que (U,)n>0 est
une base de R[X], ainsi que Vn € N, k,, = 2™.

Proposition 13. Pour tout n € N et pour tout 0 € [0, 7],

sin ((n + 1) )

U, (cosf) = p—

Remarque 12. On considére cette expression prolongée continliment : par n + 1 en 0, et par (—1)"(n + 1) en 7.

Preuve. La définition de ces polyndmes nous suggére bien stir de raisonner par récurrence. Soit 6 € [0, 7]. Pour
n=0,ona:
sin 6

Ug(cosf) =1= g

Puis, pour n =1,
sin 26

sin 6

= 2cosf = Uj(cos )
Soit n > 2. On suppose que la formule est vraie pour U, _1 et U,_o. Alors, par définition de U, :

U, (cos ) = 2(cos @)Uy, —1(cost) — U,_2(cosf) par définition de U,

0 sin (nd i -1)0
— 9% .sm (n6) o ((n )9) par hypothese de récurrence
sin 6 sin 6

_ sin ((n+1)0) +sin((n—1)0) sin((n—1)6) _sin((n+1)0)

sin 6 sin 6 sin 6

Proposition 14. La famille (Uy)n>0 est la famille de polynémes orthogonaux pour la fonction poids w.
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Preuve. Soient m,n € N. On a :

1
(U, ,Uyp) = /71 Un(2)Up(z)V1 — 22 da

Upn(cos 0)U, (cos ) sin? #df  par le changement de variable 2 = cos 6

sin ((m +1)0)sin ((n + 1)0) d d’apres la proposition [I3]

cos ((m —n)0)do — % /07r cos ((m+n +2)0)dé

™

cos ((m —n)6)do

Il Il
Rl = S — S —
S— >

Alors :

e sim = n, alors (Uy,,,U,) = 7,

e sim #n, alors (U, ,U,) = 0.

La famille (U, )n>0 est donc orthogonale. Donc, d’aprées la remarque (Un)n>o est la famille de polynémes
orthogonaux pour le poids w. O

Remargue 13. La famille (U,,), >0 vérifie :

Vn € N, hn:getkn:2”

6 Quelques bases de L”

On se place d’abord dans L?(T) muni de sa structure préhilbertienne usuelle :

27

Vo € IAD). (o) = 5= [ T@le(w)ds

On note P = vect(ey,)nez 'espace vectoriel des polyndmes trigonométriques, oli, pour tout n € Z, e, : « €
T + e'"®. La famille (e,,)nez est évidemment libre. On rappelle en outre que P est dense dans LP(T) pour tout
p € [1, 400, d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass et la densité des fonctions continues dans LP. Il ne l'est
pas dans L car L n’est pas séparable. On sait donc déja que (e,)necz n’est pas une base de Schauder de
L. On verra que ce n’en est pas une pour L' non plus. Pour tout N € N, on définit le projecteur de L? sur

vect(ek)_NSkSN par :
N

Vie L Sn(f)= Y (ex, e

k=—N

Ainsi, pour tout p € ]1, +o0[, pour montrer que (e,)necz est une base de Schauder de L?, il ne reste plus qu’a
montrer la bornitude uniforme de la famille (Sx)ycp- A cette fin, on utilise un opérateur intermédiaire : la
transformation de Hilbert sur le cercle. Enfin, nous déduirons de cela la convergence du développement en série
de polyndémes de Tchebychev de premiere espéce.

6.1 Transformation de Hilbert sur le cercle

Définition 7. On appelle transformation de Hilbert sur le cercle, l'opérateur linéaire H défini sur P par :

n

V= Z arer, € P, H(f) = Z sgn(k)ageg

k=—n k=—n
ot sgn est la fonction signe, qui prend la valeur 0 sur |—oo0,0[ et 1 sur [0, 4o00][.
La formule suivante nous sera bien utile.

Proposition 15. Pour tous f,g € P, on a :

H(H(g) + fg = H(H(f)g + [H(g))

Preuve. Pour tous f,g € P,onécrit: f = fr+f_etg=gr+g_ ot f_,g_ € vect(en)n<o €t f1, g+ € vect(en)n>o0
et on calcule chaque membre en développant. O
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Lemme 4. Soit p € [1,+oo[. Si H est continu de LP dans LP, alors H est aussi continu de L*" dans L?P et

1H 2w < H o + 1+ [H[7s

Preuve. On suppose H borné de LP dans LP. Soit f € P. Alors la formule de la proposition donne :
H(f)? + 2 = 2H(fH(f)). Donc
IR+ 2] o = 2IHHN e < 2IH N Lo IFHO o = 21 H I IFPHPI
< 2| Hl o 171152 IH(f)P|IF>  par Iinégalité de Hélder
=2 Mo 1f 2w I 20
Or [H()? + 2] = M2 o = 120 1o = KONz = 1 £1720- Dot

IRz = 21 o 1l 2w I 20 = £ 720 < O

On en déduit que : Ay < [|H(f)]| 20 < Aa, 0t Aq et Ay sont les racines du polyndme X2—2 || H|| ., || £l 20 X | 1 720 -

On trouve que :
M=@mm+vamm)mmp

Donc [|H(f)|l f20 < (||H||L,, +4/1+ ||7-[||2L,,) £l ;2. D’ott H est borné de L? dans L* et

[H 2w < IHlpo + 1+ [H]2

Proposition 16. Pour tout p € |1,+o00[, H est borné LP — LP.
Preuve. Montrons d’abord que H est borné L? — L?. Pour tout f = }__ arer € P,

n

1Hflle = D lal” = [1£] 2

k=—n

D’ou H est borné L? — L? et ||H|[;. < 1. Alors, par une récurrence immédiate et d’apres le lemme 4] H est
borné L2’ — L2P pour tout p € [1,+oc[. On en déduit, par un argument similaire & la preuve du corollaire
sachant que P est dense dans LP pour tout p € ]1,+o00[, que H est borné LP — LP pour tout p € |1,+oo[. O

Remarque 14. Rappelons que, lorsque H, défini sur une partie dense, est continu, on confond H et son prolongement

continu. En outre, il vérifie toujours la formule de la proposition

6.2 Convergence dans [’ du développement en série de Fourier

Maintenant que nous avons un résultat sur la bornitude de H, il ne reste plus qu’a lier Sy a H, pour tout N € N.
La proposition suivante nous donne en ce sens des formules explicites.

Proposition 17. Pour tout f € P, on a :

VN eN, Syf= % (e_nH(enf) —enH(e—n[))

et
VN > deg(f), H(f) =enSn(e—nf)—e_nSn(enf)

Preuve. La preuve de cette proposition repose sur la décomposition de f dans la base (e,)nez de P et le calcul
direct de I’expression de droite dans chaque formule. O

Proposition 18. Pour tout p € [1,4+o0[, on a :

sup [Snllze < [[Hz» < 2sup [|Snll»
N>0 N>0
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Preuve. On utilise les formules de la proposition précédente. Soit N € N. Alors :

1
VieP, SNl = 5 le-nHlenf) —enHle-nfllpo < 1Ko 11l 0
Donc [[Sn |l p» < |H][»- Dot supy>g [[Sn |l 1» < |H]| - Réciproquement, on a :

Ve P, YN >deg(f), |H(F)l = llenSn(e—nf) —e—nSn(en e <21SnlLe 1110
< 25215 1Snlle 11l 1o

Dot K|, < 2supy> [[SN |- O
Finalement, on déduit de tout cela le théoréme suivant, sur la convergence du développement en série de Fourier.

Théoréme 3. Soit p € [1,+00]. Le systéme trigonométrique (en)ncz est une base de Schauder de LP(T) si et
seulement si 1 < p < +o00.

Preuve. Pour tout p € |1, +00[, on sait déja que vect(e,)ncz est dense dans LP. Il ne reste donc plus qu’a
montrer la bornitude uniforme de (Sy)n>0, ¢’est-a-dire celle de H, ce qui est fait dans la proposition 11
ne reste reste plus qu’a montrer que ce n’est pas le cas pour p = 1, puisque l'on sait déja que vect(ep)nez
n’est pas dense dans L. Pour cela, on consideére le noyau de Fejér. Supposons par 'absurde que (Sy)n>o est
uniformément bornée L' — L' : il existe C' > 0 tel que

YN eNVfe L', [Snfllp <Clfl
Soit N € N. Soit n > N. Alors :

swi-sn (52 (1-1)0) - 35 (1),

k=—n k=—N

ou K, est le noyau de Fejér. On a donc, notant Dy le noyau de Dirichlet :

N
> lklex

k=—N

1
n

SN (Kn) — Dnllp =

L1
Dot ||Sn (Kp) 2 P |IDnll2- Or,Vn > N, ||Sn(Kyp)||r < C || Kyl = C. En faisant tendre n vers +oo,

on en déduit que YN € N, ||Dy|,;» < C. Or limy_ 400 || Dn||1 = +00. En effet, par des minorations et le
changement de variable x = (N + %) t, on a, pour tout N € N :

1 (™ |sin (N +31)¢
Dyl = 2 [P D,
™ Jo |bln§|
9 (N+3)7 o o NZ1 rkt)m | 9 NT+E |
> 7/ |sin | qw = 2 Z/ |sin | dx—l——/ |sin | .
™ Jo x m =0 kr x ™ JN=x x

Zfzk 2N+1)

et N b1k o +00. Dot la contradiction. C’est pourquoi (Sn)y>o n'est pas uniformément bornée L' — L1,
o0
et donc (e, )nez n'est pas une base de Schauder de L*(T). O

Remarque 15. Ainsi, d’apres la proposition H n’est borné ni L' — L', ni L™= — L.

6.3 Les polynémes de Tchebychev de premiere espéce comme base de [

On se place ici sur l'intervalle [—1,1] et on considére la fonction poids w des polynémes de Tchebychev de

premicre espéce : Vo € (—1,1), w(z) = (1 — %) /2 En outre, on note simplement LP Tespace des fonctions
intégrables sur (—1, 1) pour la mesure w dz. Enfin, on note, pour tout n € N, P, le projecteur sur vect(Tx)o<k<n :

Tk7f>Tk

Vf e vect(Ty)r>0, Pnf = Z

ou Vk € N hy, = ||T k||2L2 Le théoréme suivant est une conséquence de ce qui vient d’étre établi sur les polynémes
trigonométriques.
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Théoréme 4. Soit p € [1,+00]. La famille des polynomes de Tchebychev de premiére espéce (Tp)n>0 est une
base de Schauder de LP (—1,1) si et seulement si 1 < p < +oo0.

Preuve. On suppose 1 < p < +o0. D’apres la proposition on sait déja que vect(T),),>0 est dense dans L.
Reste & montrer que la famille des projecteurs (P, ),>0 est uniformément bornée LE, — LE . D’apres le théoréme
la famille des projecteurs (S,)n>0 pour les polynémes trigonométriques est uniformément bornée : il existe
C > 0 tel que

vn > O,Vf € LP(T)7 ”Snf”Lp(T) < c ”fHLp(’JI‘)

Soient n € N et f € LP (—1,1). Pour tout k € N, on a, par les changement de variable z = cos# :

1 T s T
(Th, [z = _1%(13::/0 cosk@f(cos@)d@z%/o eikef(cose)de—i—%/o e f(cos 0) do

1 /™ 4
= 5/ ek f(cos0)df = m(esy,, f o COS) 27

On a alors le lien entre P, et .S,, de la maniere suivante :
n Tk y f 2 n
Vo € (0,7), Pnf(cos) = Z % cos kb = Z (ex , f o cos)apyen(0) = Sn(f o cos)(6)

k=0 k k=—n

Ainsi, également par le changement de variable z = cos @ :

1 p i T
| P f ()] v v 1
1 Pnfllr, = (/_1 ﬁdx = /O [P f(cosf)[Pdo | = pes 1S (f o cos)| o (r)
C
< 27 HfOCOS”LP(’]I‘) = C”fHLﬁ,

D’out (P,)n>0 est uniformément bornée. On en déduit donc que (7},)n>0 est une base de Schauder de L?,.
Montrons que ce n’est pas le cas pour p = 1. Comme pour le systéme trigonométrique, nous allons utiliser le
noyau de Fejér. Supposons par I'absurde que (P,),>0 est uniformément bornée L. — L :il existe C' > 0 tel que

w w

YN e N,Vf € Ly, [Pafllpy <Clfllp

Soit NV > 1. Soit n > N. On considere la fonction IN(n =Ty + ZZ:1 (1 - %) Ty, € vect(Tyn)m>0. On remarque

alors que, pour tout 6 € [0,7n], K,(cosf) = K,(8), ou K,, est le noyau de Fejér. Comme nous l'avons vu
précédemment,

1SN Kl 1y = 2| P K

< QCH}?n
L3,

o= ClKnll iy =C

En faisant tendre n vers +oo, on déduit que || Dyl < C. Or Imnoy i [[DN|lpiry = +oo. Dot la
contradiction. O

7 Développement en série de polynémes de Tchebychev de seconde
espece

Dans cette section, on consideére la fonction poids w des polyndémes de Tchebychev de seconde espece : Vx €
(-1,1), w(z) = v1 — 22. En outre, on notera simplement LP I’espace des fonctions intégrables a I'ordre p pour
la mesure de Lebesgue dz sur (—1,1) et L pour la mesure wdz. En outre, pour tout n € N, on note .S, le
projecteur sur vect(Uk)ongn :

<Ukaf>
G

Vf e vect(Uk)k>0, Snf = Z
k=0

ou Vk € N, by, = HTkHZLQ. On reprend bien siir les notations de la section Comme nous 'avons déja vu, ce
projecteur s’exprime a l’aide du noyau de Christoffel-Darboux K, :

1
Vf € vect(Unisa Yo € (<L 1), Suf(e) = [ Kalo)f0)V/T = dy

Nous avons aussi vu que vect(Uy,)n>0 est dense dans L, pour tout p € [1,+oo[. Bien str, (Uy,)n>0 est libre.
On s’intéresse alors a la bornitude uniforme de 'opérateur S,, pour n € N. Pour cela, nous allons passer par
quelques opérateurs intermédiaires.
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7.1 Bornitude de quelques opérateurs

On retrouve le lemme suivant, utilisé dans la preuve finale de Harry Pollard (cf. [5]), ainsi qu'une démonstration
dans [4].

Lemme 5. Soient a,b €10,1[. La fonction ¢ définie par :

Vi1l olt) = / (@-e/a-)" - (- )| s
est bornée.
Preuve. Pour tout ¢t € |—1,1[, on a, par I'inégalité triangulaire et par parité en s :
()] = /1 (@-/a _82)12:551 = /0 =) s + | ds
<2‘t|/ (1—12) 175)12:52(14)/(175)) s
Yt e LTI )N I

Par parité en ¢ des deux intégrales, il suffit de montrer que ¢ est bornée sur |0, 1[. Ainsi, avec le changement de
variable u = 1 — 2, on obtient, pour tout v € |0, 1] :

(u/(1—2)" = (u/(1—s2))"

b

(u/(l — 52))a - (u/(l - 52))

1 1
1-— <2v1-— d 2 d
[p(VI-u)] <2V u/o s2—(1—u) st /0 s2—(1—u) 5] ds
Puis, en effectuant les changements de variable v = 1 — s2, puis v = Au, il vient :
V=0 < vi—u A -
1—uw)| <vV1—u + / dA
| ( ) 0 1 —A V1—=2u 0

Montrons que chacune de ces deux intégrales est bornée uniformément en w. Dans la suite, on pose ¢ = min(a, b) >
0. Concernant la deuxieme intégrale, on a :
+oo A9 — )\717
d) < _

1
w
A

L’intégrale de droite est indépendante de u et converge bien en +oo car

Ao — Afb

- d)\ < 4+

ATe-2"?
T—X

~ —Allﬂ et en 1 parce que
oo

‘%‘;\\% ~ |a — b|. Maintenant, pour la premiere, on découpe l'intégrale en deux :

1

Wl AT -\ dA —b dA Ab dA
vV1—u —|— V1 /

/0 — \/17)\u vV1—=X\ vV1-=)Au
1iy—a _ y\—b Liy—a _ y—b
< / AT — A D+ / A A dA
0 1-A 1 1-X | VI=)u

Remarquons tout de méme que ces intégrales convergent. La premiere intégrale de droite est indépendante de wu.
Ne reste donc plus qu’a majorer la deuxieéme indépendamment de uw. On peut supposer a < b (lautre cas étant
symétrique en a et b) On distingue deux cas. Pour A < 2, en appliquant l'inégalité des accroissements finis a la
fonction 2 +— %% sur [1, A], on obtient :

AT —27b Aol 2
=N e <A Ya—b <A =2 et
‘ ) -1 ‘— la—bl <273
Pour A > 2, on a:
AT -\ ATe -\ AT
= < =2 2!
‘ 1—A A-1 ~A-3 A

On a donc une majoration de la deuxieme intégrale :
% Ao — )\717
N

d\ ot ., do
v

<o [T A o,
V1—Au /1 vV1—JAu u 1—w
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la derniere égalité étant obtenue par le changement de variable v = Au. En découpant I’intégrale de droite en
deux, il vient alors :

/i )\—a_)\—b
. DY

dA o P dv ©out /1 et v
= 42U v
vV1—Ju w v1—w 1 1—w

3 1 d
< 2\/§u°/ U_C_ldv+2/ vt Y
1

w 1 1—v

_ ?(1—(2u)c)+2/1 vt 1(11:@

NI

2

2 ! d
£ +2 ,U—C—l v
c

1
2

<
1—w

On a donc montré que ¢ (v/T—u) est borné indépendamment de u. D’ou ¢ est bornée sur -1, 1]. O

La proposition suivante, conséquence du lemme précédent, correspond au lemme 7.1 dans [5].

Proposition 19. Soient c € |—1,1] et p € [1,+00] tels que ¢ < Zl] < c+ 1. L’opérateur ® défini par :

wrer el ar - [ (G ),
est continu de LP dans LP.
Preuve. Soit f € LP. Soit g € L?" telle que llgll»» <1.0mna:
s =)/ =2?)" -1
g, @) = |/lg<x>/1 e F(v) dydz
1o, — 2 —22))° =
[ e[
~1J-1 r—y
<[] |g<x>||(<1_y - _1‘ £l dyds
:/1/1|g<x>||((1_y)/x(1_;m)) —| =5 7
2 — 2\ Flq 2 o
If(y)l‘((l =

Par I'inégalité de Holder puis d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli appliqué a la deuxieéme intégrale du produit
qui apparait alors, il vient :

9,85 < (/ / o)

1

_1 Iy
dy d;zc)

(1—y?)/(1—a?) -1
-y

2

((1—y*)/(1—2%)" 1

r—y

( [ [ vwr

1 ool CaV (1 — )P — (1 — 22) /(1 — o2)) 7
[ [ Q=0 0t

1 y—x

1-y
1—22

-1

1 1 0 _ 2N 2 —22)) ¥
JR O e e ey e L. Vid PRV

-1 -1 r—y

Puisque —1 < ¢ < let ¢ < 1 < ¢+ 1, les deux fonctions de z et y respectivement définies par les intégrales
intérieures vérifient les hypotheéses du lemme [5} Elles sont donc bornées respectivement par deux constantes
A>0et B>0.Dou:

(g, @ /)l < AB|lgll Lo I F1I v
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On en déduit :
12, < ABIfllp»

Donc ®f € LP et ® est continu de LP dans LP, de norme ||®|,, < AB. O

Pour montrer que la famille des polynémes de Tchebychev de seconde espece est une base de Schauder de LP
pour certaines valeurs de p, nous aurons aussi besoin de la bornitude de 'opérateur de Cauchy.

Définition 8. On appelle opérateur de Cauchy Uapplication définie sur C*°(—1,1) par :
1
VfeC®(-1,1),Vz € (-1,1), Cf(z) = Ji”(y)yd
—1 -

Pour montrer qu'il est borné, revenons a la transformation de Hilbert sur le cercle, vue en section [6.1} Mais
considérons-la, cette fois, sous une forme intégrale.

Proposition 20. Pour tout f € C°(—m,7) et pour tout x € (—m,7), on a :

Hf(x) = %/_ﬂ f(y) (icotanm;y —l—l) dy

Preuve. Pour l'instant, notons simplement H l'opérateur défini par I'expression de droite :

+1) dy

L’intégrale est convergente au sens de la valeur principale, puisque, pour tous f € C®(R) 2w-périodique et
x € (—m, ), on a, par le changement de variable t =z —y :

VfeC®(—n,m),Vz e (—m,m), H(f)(z)= %/_ﬁ fy) (icotanx _

Z- T+

H(f)(x):— f(z —t)cotan = dt—&——/ fly

= /ﬂfxt cotan — dt+f/ fly

:271- ; (f(x—t) f(z+1))cotan = dt+7/ fly

et (f(z —t) — f(z +1t)) cotan (%) Kol 2f'(x)t. Dans la suite, c’est en ce sens qu’il faudra comprendre les intégrales.

Montrons, par récurrence, que H et H coincident sur P, ie. en chaque élément du systeme trigonométrique
(en)nez, par linéarité. D’abord, pour eg, par imparité de la fonction cotan, H(ep) = 1 = Hep. Raisonnons a
présent par récurrence. Pour tout z € (—m,7), on a :

1

H(ey)(x) = — el==y) (z cotan =+ 1) dy e " cotan < dy

2m
_ ier (x) /7r COS Y oS & / smycosy
2m . sing sin § dy
:% (/wcotan2dy—2/7rcosgsin2dy—2i/wcoszgdy)

=e1(z) = Hei(x)

Soit n > 2. On suppose que H(e,—1) = He,—1 = ep—1. Alors, en utilisant les formules trigonométriques, on
obtient, pour tout z € (—m, ),

ioinz T cosycos 2 sin y cos ¥
atente) = 5 [ et (S-S
—1Tr

in ¥ in ¥
Sll’l2 st

s
/ e~ =¥ cog ¥ in 4 dy
. 2772

/ efi("fl)ycoszgdy
o 2

. einx ™ ] eine T 4
— ¢ H(en-1)(7) ~ / T / ity g,
=" H(en_1)(x) = Hen(z)

Enfin, pour n < 0, par imparité de la fonction cotan, Vo € (—m,7), H(en)(x) = —H(e_p)(—2) = —He_n(—x)
He,,(z). Par unicité du prolongement continu, H et H coincident sur tout L, pour tout p € [1,+o0].

™ o inT

_ e (=@ cotan 2 dy — -
2 i

—T

n
e

_|_

o
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Enfin, nous sommes en mesure de montrer le résultat suivant sur la bornitude de 'opérateur de Cauchy.
Proposition 21. Pour tout p € |1,+o0], lopérateur de Cauchy C est borné LP — LP.

Preuve. Soit p € |1, 4o0[. On utilise bien siir la transformation de Hilbert sur le cercle. Pour tous f € C°(—1,1)
et z € (—1,1),

1) = gt i@ + 5 [ 1 )

ot H est appliqué en le prolongement C*> de f par 0 en dehors de (—1,1) & (—m, ) et ¥ est 'opérateur défini

par :
1 —
\Iff(x):/_lf(y) (gjy —cotanx2 y) dy

On a déja montré que H est bornée LP — LP. Montrons alors que ¥ l'est. Soit f € C2°(—1,1). Soit g € L? telle

que |lgll;»» <1.Ona:
1 1 B
o vl =|[ o) [ 50 (2~ cotan T ayaa

Lt
:/_1/_1'9( ‘ e g(O)‘dyd"”

Vt € [-1,1], h(t) =tcotant

y’dydx

ou h est la fonction définie par :

En effectuant des développements limités, on remarque ainsi que h € C([—1,1]). On en déduit alors, d’apres
I'inégalité des accroissements finis, que

g, Wf)| < ||h'HLx/ / 2)|dyde

Ensuite, d’apres I'inégalité de Holder puis le théoreme de Fubini-Tonelli dans la premieére intégrale qui apparait
alors, il vient :

ool <1l ([ [ ol avar)” ([ [ 1seravar)” =21, ol 151

< 2|1W | oo £l o

Dot | ¥ f[|;, < 2(|h||w [[f]l - ¥ est donc borné LP — LP. Finalement, en reprenant (f]), on a :

1 _a
ICF@)Lr < SIS lpe + 7 IHS Lo +275 [1Fll 0

ol
< (B2 w1510 + 161
91,
= (B s 1) 151
D’ou l'opérateur de Cauchy C est borné LP — LP. O

7.2 Les polyndomes de Tchebychev de seconde espéece comme base de LP

Apres avoir mis en place tous les outils nécessaires, nous sommes en mesure de prouver le résultat majeur suivant,
dont la preuve reprend principalement celle de Harry POLLARD (cf. [5]).

Théoréme 5. Soit p € [1,+00]. La famille (Uy)n>0 des polynéomes de Tchebychev de seconde espéce est une
base de Schauder de LY si et seulement si % <p<3.
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Preuve. On suppose que 2 < p < 3. Soit f € C2°(—1,1). Soit n € N. Tout d’abord, on découpe le noyau K,, en
trois. D’apres la proposition @ il s’écrit, pour tous 0, ¢ € (0,) :
Ko (o3, cos o) = 1 Un1(cos§)Un(cos ) — Un(cosb)Un1(cos o)
m cosf — cosgp

1 sin(n 4+ 2)0sin(n + 1) sin(n + 1)0sin(n + 2)p
7 (cos @ — cos p) ( sin 6 sin ¢ B sin 6 sin ¢ )

1 (sin(n + 1)0 cos 0 4 sin 0 cos(n + 1)) sin(n + 1)¢

( sin @ sin ¢
sin(n + 1)0 (sin(n + 1)@ cos ¢ + sin g cos(n + 1))

B sin @ sin ¢ )

7 (cos @ — cos p)

On trouve finalement que :
1T (2)Un(y) 1 Un(2)Thia(y)
T T—y T T—y

vxﬂ’/ € (_171)7 Kn(x’y) = %Un(aj)Un(y) +

ol (Tm)mzo est la famille des polynémes de Tchebychev de premiére espece. Soit « € (—1,1). Alors, on a :

5,501 (Vie ) < 1| [ vowarovi= (vViee) o ®
n |Tn+7T1($)| ‘/11 Unéy)f(y) V= (\/1 — ng dy’ )

-y
| Bl g

Examinons chaque morceau. D’apres la forme trigonométrique de T),+1, on remarque que |T,41(x)| < 1. Le

morceau est donc inférieur ou égal a :

1 1 1 . 2\3t35 .2\ 5
itiné%EﬁOVﬁ_yQ(Jl_mﬂpdﬂ::i&KJUMw(lx{; fw)(i_iz> a
1 1,1 — 2 — 32 7%, 1 . .2 %Jrﬁ
<i/¥l%@N1—fV+”f@ﬂ(u yvg_y)) 1<m+iuﬁfjwﬂlx{l 1) 4y
< %@1 lan| (z) + %Can(x)

ou ®; est 'opérateur de la proposition (19 pour ¢ = —%, vérifiant les hypotheses, et a, € C°(—1, 1) la fonction
définie par :
141

Vi€ (=1,1), an(t) = Un(t) (1—13)2"% f(1)
1
-2

D’apres la forme trigonométrique de U,, on remarque que |U,(z)| < (1 —a?) *. Le morceau (8) est donc

inférieur ou égal a :

L 1 1
1/t [1— 42 3 1T 1—y?)? 1—y2\2 >
1 / +1(v)f(y) Y (m) dy| = X / w1 (y) (1 =97 f(y) Yy dy
Tl T—y 1— a2 oy x—y 1— a2
1 1 1
1 = (1-y?)/A—a?)* > -1 L[t Togay) (1—92)> f(y)
S*/ Toia(y) (1—y°) f(y)’ ( ) dy + — / ) ( ) dy
T J_1 T —y T |1 T —y
< 2, b (1) + ~Cho(x)
— | (x —Cb,(x
B ™
olt @, est I'opérateur de la proposition |19 pour ¢ = £ — %, vérifiant les hypotheses, et b, € C2°(—1,1) la fonction
1
définie par : Vt € (—1,1), by(t) = Th41(t) (1 —t2)?” f(t). Notons hy(z) le morceau@ Alors :

1 1 1
C n P —||® bn P - Cbn p
[Canllpe + — %2 [balll e + — [ICOAll,

1
150 fllzs, < Mhallpe + — 1@ lanllip. + — |

1 1 1 1
<hnp*(1)pnpfcpnp*q)pbnpfcpbnp
< Whallzo + ~ 11l 2o lanl o + = €11 lanllo + = 122l o 150l o + = €] zo 1l
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Or, pour a,, on a :

1 1
laully = [ |ou@ —ai @ ar < [ 1@ V- as = 11y

et, pour b,
1 N » 1
18all2, = / T (2)(1 = 22)% ()] da < / F@)P V1= a?da = |£I7,
-1 -1

Maintenant, majorons ||, ,. Soit g € L? telle que ||g||,,» < 1. Alors :

1 L ! 1 1
|<g7hn>|:7r‘/ 1—3) )2” dz / Un(y)(l—y2)2p’f(y) (1_y2)p dy‘
—1
1 1 1 1 1
< = |lgU,w¥ HU" 7wl < 2 gl L ‘ ,
< Jovmeet ], o s |, < il || 1
= HU | L, UHHLP ||f| L?

Doit [l < 1 HUnnLg 10l 1115 - Finalement, on a :

1
18015, < = (W0allog 10l gy + 1910 o + 1221 o +21C1 20 ) 1)

Reste a majorer Uyl e [|Un|| L indépendamment de n. Par le changement de variable z = cos 6, puis par une
inégalité de convexité, on obtient :

T |t 1 9;0 p—2
U, ||Lp=/ Md9<2 / 5 d0 =
o |sin@” or—2
De maniere analogue, sachant que p’ < 2, on trouve que :
’ 7T / 3_p/
v, < / 62 a6 — T
Lw 0 3 - p
Il vient alors enfin :
1 75
190 fllcy, < — 1@l e + 192l o +2ICH Lo | N1 e,
(3-p)7(3—p)¥
D’ott la famille d’opérateurs (Sy,),,5 o est uniformément bornée Lf, — Lf,. Donc, d’apreés le corollaire [2) I, )n>0

est uniformément majorée LP — LP pour tout p € ]% ,3[. Montrons que ce n’est pas le cas pour p = 3 Soit
n €N Ona:

15 = Sn-illyy, = sup {1Snf = Su-ifllpy - € L3Iy <1
2
= 2 Ul sup {[{Un, P € L3, 0y <1
2
= Ul HUnHL%
Or, par une minoration puis le changement de variable ¢ = (n + 1)6,

3 T 3 1 2 (% 3 1
U125 = / [sin(n 4+ 1)6|? |sin@]2 d§ > 2\/7/ |sin(n + 1)0|2 02 d6
L

™

(n+1)E (k+1) % .
=1 +1§ / ISln<p|2<p2d<p> Zf/ [sin | > dep
n 2

s
5

1 n k 1 _ 2 5 N
et =g D b0/ Y m fo Vadr = - En outre, d’'une maniere analogue, on trouve que

T | 1 93
P

|sin 6|

(n+1)mw |S1n(p| 1 (k+1)m ) 1 T )
2/0 ” dé = Zk+1/ |sin | df = (7"/0 sm<,0|d9)
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n+1

1
k=1 k



alors que
n+1

1
) PR

k‘ n—-+oo
k=
D’ou (S, — Sp—1)n>1 nest pas uniformément bornée. Donc (S, ),>0 non plus. On en déduit, d’apres le corollaire
que (S,)n>0 est uniformément bornée L% — LP si et seulement si 2 < p < 3. De plus, on sait que (U )n>0
est totale dans L% . C’est donc une base de Schauder de L, si et seulement si % <p<3. O
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