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1 Abstract
In his article [5] The mean convergence of orthogonal series II, Harry Pollard proved that the sequence

of Tchebychev polynomials of the second kind is a Schauder basis of Lp for 3
2 < p < 3, in the more general

case of orthogonal polynomials. This report aims at simplifying his proof in the particular case of Tchebychev
polynomials of the second kind. First, we introduce a characterization of Schauder basis and an interpolation
theorem. Then, we prove that trigonometric polynomials and Tchebychev polynomials of the first kind sequences
are Schauder basis of Lp if and only if 1 < p < +∞. Finally, after studying few useful operators, we conclude
that Tchebychev polynomials of the first kind sequence is a Schauder basis of Lp if and only if 3

2 < p < 3.

2 Introduction
Dans les espaces vectoriels normés, notamment les espaces de fonctions, il est commode de pouvoir décomposer

les éléments en éléments plus simples afin d’effectuer des calculs. C’est là que les bases interviennent. Dans
un espace vectoriel de dimension infinie, nous avons la notion de base algébrique. Cependant, celle-ci ne tient
pas compte d’une éventuelle norme sur cet espace, et donc d’une éventuelle structure topologique. Dans le cas
particuler des espaces préhilbertiens, par exemple L2, nous connaissons la notion de base hilbertienne, qui elle,
dépend de la structure topologique. Pour les espaces vectoriels normés de dimension infinie quelconques, les bases
de Schauder généralisent cette notion. Pour tous les espaces Lp, nous avons donc a priori un objet permettant
d’écrire les fonctions comme des sommes de séries convergentes. Prenons l’exemple des séries de Fourier. Leur
utilité, notamment pour la physique, n’est plus à démontrer. Mais c’est dans L2 que nous considérons leur
convergence : le système trigonométrique est une base hilbertienne de L2. Il est donc intéressant de se demander
pour quelles autres valeurs de p il est une base de Schauder de Lp. Considérons d’autres familles célèbres de
fonctions : les polynômes orthogonaux. Nous savons que chacune d’elles constitue une base orthonormée de
R[X], pour le produit scalaire de L2 associé à une mesure particulière (différente pour chaque famille). Dans
un premier temps, demandons-nous si une telle famille est une base hibertienne de L2. Ensuite, pour quelles
valeurs de p est-elle une base de Schauder de Lp ? Harry Pollard, dans son article [5] The mean convergence
of orthogonal series II, montre que, sous certaines conditions sur p et sur la mesure associée à la famille de
polynômes orhogonaux, cette dernière est une base de Schauder de Lp. Mais les hypothèses de départ, si elles
sont pertinentes dans un cadre général, paraissent trop abstraites pour les mesures particulières, plus simple, de
la forme (1− x)λ−1/2 dx. Elles sont alors réduites et finalement Harry Pollard donne un intervalle ouvert, en
fonction de λ, de valeurs de p pour lesquelles la famille considérée est une base de Schauder de Lp. Cependant,
le doute persiste quant aux valeurs extrêmes de l’intervalle. Nous nous proposons ici de nous intéresser au cas
particulier des célèbres polynômes de Tchebychev, de première et de seconde espèce. Pour quelles valeurs de
p forment-ils une base de Schauder de Lp ? Pour la première, l’ensemble recherché est exactement l’intervalle
ouvert ]1 ,+∞[. Pour la seconde, il est étonnant de voir qu’il est exactement ] 3

2 , 3[.
L’idée générale est, après l’introduction de quelques concepts et outils utiles et un petit détour par le

système trigonométrique et les polynômes de Tchebychev de première espèce, de reprendre la démonstration
de Harry Pollard (dans [5]) en la simplifiant et l’adaptant au cas particulier des polynômes de Tchebychev
de seconde espèce. Elle demeure néanmoins très technique. Nous serons tout de même en mesure de conclure
quant aux valeurs extrêmes. Dans un premier temps, nous allons introduire la notion de base de Schauder
d’un espace vectoriel normé. À celle-ci est associée une famille de projecteurs (ce sont les projecteurs sur les
sous-espaces vectoriels formés en ajoutant successivement les vecteurs de la base). Dans la suite, nous verrons
qu’il s’agit de projecteurs s’exprimant à l’aide du produit scalaire de L2 et qu’il est donc bien utile d’avoir une
caractérisation de ces bases passant par la bornitude uniforme de la famille de projecteurs. Ensuite, puisque
l’on travaille dans Lp, outre la beauté du résultat, le théorème d’interpolation de Riesz-Thorin permettra de
montrer la bornitude d’opérateurs dits compatibles, et donc de donner la forme de l’ensemble des p pour lesquels
la famille des projecteurs est uniformément bornée de Lp dans Lp. N’oublions pas que nous nous intéressons
avant tout aux polynômes orthogonaux. Nous les définirons donc et verrons leurs principales propriétés, avant de
présenter les polynômes de Tchebychev. Enfin, grâces aux outils introduits précédemment, nous serons à même de
montrer que les familles considérées sont des bases de Schauder. Premièrement, nous traiterons le cas du système
trigonométrique, par récurrence et grâce à une astucieuse relation entre les projecteurs et la transformation de
Hilbert sur le cercle, dont on montrera la bornitude. C’est là que nous utiliserons le théorème de Riesz-Thorin.
Ne restera donc plus qu’à montrer, à l’aide d’un contre-exemple, que le système trigonométrique n’est pas une
base pour p = 1. De cela, nous déduirons le résultat pour les polynômes de Tchebychev de première espèce.
Enfin, nous arriverons au cas de la deuxième espèce, bien plus délicat. Nous devrons d’abord montrer, pour
certaines valeurs de p, la bornitude de quelques opérateurs à noyau, dont celui de Cauchy, en passant par une
formulation intégrale de la transformation de Hilbert sur le cercle. Nous ferons apparaître ces opérateurs dans la
majoration de la norme des projecteurs, écrits sous une forme intégrale, grâce au noyau de Christoffel-Darboux.
Nous traiterons finalement les cas p = 3

2 et p = 3 à l’aide d’un contre-exemple.
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3 Bases de Schauder
Cette introduction aux bases de Schauder s’inspire de [3] Introduction à l’étude des espaces de Banach, de Daniel
Li et Hervé Queffélec. Dans ce qui suit, K désigne le corps R ou C.

3.1 Définition
Définition 1. Soient (E, ‖.‖) un K-espace vectoriel normé et (en)n≥0 une famille de vecteurs de E. On dit que
(en)n≥0 est une base de Schauder de E si pour tout x ∈ E, il existe une unique famille de scalaires (xn)n≥0 telle
que

lim
n→+∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥ = 0

Dans ce cas, on écrit :

x =
+∞∑
n=0

xnen

Pour tout n ∈ N, on note alors :

9x9 = sup
n≥0

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥
Remarque 1.
• Par unicité du développement, on remarque que la famille (en)n≥0 est libre.
• Pour tout x ∈ E, 9x9 est bien définie car la suite (

∑n
k=0 xkek)

n≥0 est convergente par définition d’une base
de Schauder.

• On a, par passage à la limite : ∀x ∈ E, ‖x‖ ≤ 9x9.
• 9.9 définit une norme sur E.

3.2 Principales propriétés et caractérisation
Soient (E, ‖.‖) un K-espace vectoriel normé et (en)n≥0 une famille libre de vecteurs de E. Dans toute la suite,
les familles de vecteurs considérées seront toujours libres. On pose F = vect(en)n≥0 et, pour tout N ∈ N, on
définit sur F le projecteur SN sur vect(ek)0≤k≤N :

∀x =
n∑
k=0

xkek ∈ F (n ≥ N), SN (x) =
N∑
k=0

xkek

Dans la suite, pour tout N ∈ N, si F est dense et SN est continu, on notera toujours SN l’unique prolongement
continu de SN à E. Après une proposition pour le moins utile, nous verrons une caractérisation importante des
bases de Schauder à l’aide de ces projecteurs.

Proposition 1. Si (E, ‖.‖) est un espace de Banach et (en)n≥0 une base de Schauder de E, alors (E,9.9) est
un espace de Banach.

Preuve. Soit (x(n))n≥0 une suite de vecteurs de E, de Cauchy pour la norme 9.9. Pour tout n ∈ N, on note :

x(n) =
+∞∑
k=0

x
(n)
k ek

Soit ε > 0. Il existe N ∈ N tel que
∀n, p ≥ N, 9x(n) − x(p)9 ≤ ε

Donc

∀m ∈ N,∀n, p ≥ N,

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(x(n)
k − x(p)

k )ek

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥Pm(x(n) − x(p))

∥∥∥ ≤ 9x(n) − x(p)9 ≤ ε (1)

Alors, pour tout m ∈ N,

|x(n)
m − x(p)

m | ‖em‖ ≤

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(x(n)
k − x(p)

k )ek

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
m−1∑
k=0

(x(n)
k − x(p)

k )ek

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε
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donc, puisque em 6= 0 (d’après la remarque 1), la suite (x(n)
m )n≥0 est de Cauchy dans K, qui est complet : elle

converge donc et on note alors xm = lim
n→+∞

x(n)
m ∈ K. Montrons que la série

∑
xmem est convergente pour la

norme ‖.‖. On a :

∀m ≥ n ≥ 0,

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

xkek

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(xk − x(N)
k )ek

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

x
(N)
k ek

∥∥∥∥∥ (2)

• La série
∑

(k≤0) x
(N)
k ek est convergente pour la norme ‖.‖, donc de Cauchy. Alors il existe N ′ ≥ 1 tel que

∀m ≥ n ≥ N ′,

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

x
(N)
k ek

∥∥∥∥∥ ≤ ε
• Pour tous m ≥ n ≥ 1, on a, d’après (1) :

∀p ≥ N,

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(x(p)
k − x

(N)
k )ek

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(x(p)
k − x

(N)
k )ek

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

(x(p)
k − x

(N)
k )ek

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε

En faisant tendre p vers +∞, on obtient alors :

∀m ≥ n ≥ 1,

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

(xk − x(N)
k )ek

∥∥∥∥∥ ≤ 2ε

Ainsi, d’après (2),

∀m ≥ n ≥ N ′,

∥∥∥∥∥
m∑
k=n

xkek

∥∥∥∥∥ ≤ 3ε

Donc la série
∑
xmem est de Cauchy pour ‖.‖, donc elle est convergente. On note alors x =

∑+∞
k=0 xkek ∈ E sa

somme. Il ne reste plus qu’à montrer que x(n) −−−−−→
n→+∞

x pour 9.9. En faisant tendre p vers +∞ dans (1), on
obtient :

∀n ≥ N, ∀m ∈ N,

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(x(n)
k − xk)ek

∥∥∥∥∥ ≤ ε
D’où

∀n ≥ N, 9x(n) − x9 = sup
m≥0

∥∥∥∥∥
m∑
k=0

(x(n)
k − xk)ek

∥∥∥∥∥ ≤ ε
ie. limn→+∞ 9x(n) − x9 = 0.
D’où (E,9.9) est un espace de Banach.

Proposition 2. On suppose que (E, ‖.‖) est un espace de Banach et (en)n≥0 une base de Schauder de E. Alors
les normes ‖.‖ et 9.9 sont équivalentes.

Preuve. On a :
• (E, ‖.‖) et (E,9.9) (d’après la proposition 1) sont des espaces de Banach.
• idE est linéaire, continue de (E,9.9) dans (E, ‖.‖) (d’après la remarque 1) et surjective.
Alors, d’après le théorème de l’application ouverte, il existe une constante C > 0 telle que B‖.‖(0, C) ⊂ B9.9(0, 1).
Soit x ∈ E \ {0}. Alors C

‖x‖x ∈ B‖.‖(0, C) ⊂ B9.9(0, 1). Donc 9 C
‖x‖x9 ≤ 1, ie. 9x9 ≤ C−1 ‖x‖ (vrai aussi pour

x = 0). Notant K = C−1, on a alors :
∀x ∈ E, 9x9 ≤ K ‖x‖

Ceci montre, avec la remarque 1, l’équivalence des deux normes.

Corollaire 1. On suppose que (E, ‖.‖) est un espace de Banach et (en)n≥0 une base de Schauder de E. Alors
(Sn)n≥0 est une famille d’opérateurs linéaires continus de E dans E uniformément bornés.

Preuve. La continuité des opérateurs (Sn)n≥0 se déduit immédiatement de la proposition précédente. Pour tout
n ∈ N, on a, par définition de 9.9 :

∀x ∈ E, ‖Sn(x)‖ ≤ 9x9 ≤ K ‖x‖

où K est la constante d’équivalence des normes de la preuve de la proposition précédente. Donc, pour tout
n ∈ N, Sn est continu et ‖Sn‖ ≤ K, où K est indépendant de n.
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Proposition 3. On suppose que (E, ‖.‖) est un espace de Banach. Alors (en)n≥0 est une base de Schauder de
E si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. la famille (Sn)n≥0 est uniformément bornée de E dans E
2. vect(en)n≥0 est dense dans E.

Preuve.
• On suppose les assertions 1. et 2. vérifiées. Il existe alors une constante K > 0 telle que ∀n ∈ N, ‖Sn‖ ≤ K.

Montrons d’abord l’existence de la décomposition. Soit N ∈ N. F est dense dans (E, ‖.‖), E est un espace de
Banach, et SN est un opérateur linéaire continu défini sur F . Il existe donc un unique prolongement continu,
toujours noté SN , de SN à E, qui vérifie encore : ‖SN‖ ≤ K. Soit x ∈ E. Soit ε > 0. Comme F = E, il existe
une suite (xn)n≥0 ∈ FN telle que ‖xn − x‖ −−−−−→

n→+∞
0. Il existe donc n0 ∈ N tel que ‖xn0 − x‖ ≤ ε. En outre,

comme xn0 ∈ F , il existe N0 ∈ N tel que

∀N ≥ N0, pN (xn0) = xn0

Alors, pour tout N ≥ N0,

‖SN (x)− x‖ ≤ ‖SN (x)− xn0‖+ ‖xn0 − x‖ = ‖SN (x− xn0)‖+ ‖xn0 − x‖
≤ (‖SN‖+ 1) ‖x− xn0‖
≤ (K + 1)ε

D’où limn→+∞ ‖SN (x)− x‖ = 0, ce qui montre l’existence de la décomposition. Montrons maintenant l’unicité.
On note 0 =

∑+∞
k=0 xkek ∈ E. On veut montrer que ∀k ∈ N, xk = 0. Soit N ∈ N. Alors :

∀n > N, |xN | ‖eN‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
k=0

xkek −
N−1∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
N∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
N−1∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥ ≤ 2K

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

xkek

∥∥∥∥∥
En faisant tendre n vers +∞, il vient alors que xN = 0. D’où l’unicité de la décomposition pour tout x ∈ E,
par linéarié du passage à la limite.

• Réciproquement, on suppose que (en)n≥0 est une base de Schauder de E. L’assertion 1. est alors vraie, d’après
le corollaire 1. L’assertion 2., quant à elle, découle directement du fait que la définition d’une base de Schauder
nous donne, pour tout x ∈ E, une suite de vecteurs de F convergeant vers x.

C’est cette caractérisation que l’on utilisera systématiquement pour montrer qu’une famille est une base de
Schauder.

4 Théorème d’interpolation de Riesz-Thorin
Dans cette section, nous allons démontrer le théorème de Riesz-Thorin, qui est un résultat fondemental en théorie
de l’interpolation. Pour cela, nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires, d’analyse complexe, sur la
dualité et le espaces Lp. Pour deux espaces vectoriels normés E et F , on notera ‖.‖E,F la norme d’opérateur
E → F et simplement ‖.‖E la norme d’opérateur E → E.

4.1 Rappel de dualité, lemme des trois droites
Notations.
• Pour tout p ∈ [1 ,+∞] on note p′ le conjugué de p : 1

p + 1
p′ = 1.

• Soient E un espace vectoriel et E′ son dual topologique. Pour tous x ∈ E et f ∈ E′, on note :

〈f , x〉 = f(x)

• Pour un espace mesuré (X,A, µ) et pour p ∈ [1 ,+∞], on note Spµ l’ensemble de ses fonctions simples de Lp.
En outre, lorsque l’on écrira f =

∑
i∈I αi1Ai ∈ Spµ, les ensembles Ai pour i ∈ I seront considérés comme

disjoints.

On rappelle d’abord le théorème de représentation de Riesz, un résultat important sur la dualité des espaces Lp,
dont on pourra trouver une démonstration dans [2]. Notons que toutes les mesures considérées dans la suite
seront σ-finie.
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Théorème 1. Soient (X,A, µ) un espace mesuré σ-fini et p ∈ [1 ,+∞[. Alors Lpµ(X)′ et Lp′µ (X) sont isométriques.
Plus précisément, pour tout f ∈ Lpµ(X)′, il existe un unique g ∈ Lp′µ (X) tel que

∀h ∈ Lpµ(x), 〈f , h〉 =
∫
X

ghdµ

et on a alors : ‖f‖(Lp)′ = ‖g‖Lp′ .

On déduit de ce théorème la proposition suivante, simplifiant le calcul de la norme d’une fonction.

Proposition 4. Soient (X,A, µ) un espace mesuré σ-fini et p ∈ [1 ,+∞]. Pour tout f ∈ Lp,

‖f‖Lp = sup
g∈Sp

′
µ

‖g‖
Lp
′≤1

|〈f , g〉|

Preuve. Soit f ∈ Lp. D’après l’inégalité de Hölder, on a, pour tout g ∈ Sp′µ telle que ‖g‖Lp′ ≤ 1 :

|〈f , g〉| ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′

Si 1 < p < +∞, le résultat est une conséquence du théorème de Hahn-Banach et de la densité de Sp′µ dans Lp′ .
Montrons-le maintenant pour p = 1. Soit ε > 0. Comme S1

µ est dense dans L1, il existe f̃ =
∑n
k=1 αk1Ak ∈ S1

µ

(où ∀k ∈ J1 , nK, αk 6= 0) telle que
∥∥f − f̃∥∥

L1 ≤ ε
2 . On a donc en outre : ‖f‖L1 ≤

∥∥f̃∥∥
L1 + ε

2 . On considère alors
la fonction

g =
n∑
k=1

ᾱk
|αk|

1Ak

Alors g ∈ L∞ et ‖g‖L∞ ≤ 1. De plus, 〈f̃ , g〉 =
∥∥f̃∥∥

L1 . On a donc, par l’inégalité triangulaire :

|〈f , g〉| ≥
∣∣〈f̃ , g〉∣∣− ∣∣〈f̃ − f , g〉∣∣ ≥ ∥∥f̃∥∥

L1 −
∥∥f̃ − f∥∥

L1 ‖g‖L∞ ≥ ‖f‖L1 − ε

D’où le résultat. Enfin, montrons-le pour p =∞. Soit ε > 0. On considère l’ensemble A = {|f | ≤ ‖f‖L∞ − ε}.
Comme µ est σ-finie, il existe (Xn)n≥0 ∈ AN telle que ∀n ≥ 0, µ(Xn) < +∞ et X = ∪n≥0Xn. Alors il existe
n ∈ N tel que µ(A ∩Xn) > 0. En effet, sinon on aurait

µ(A) = µ(X) = µ(∪n≥0 (A ∩Xn)) ≤
∑
n≥0

µ(A ∩Xn) = 0

alors que, par définition de ‖f‖L∞ , µ(A) > 0. On pose donc, notant B = A ∩Xn,

g = 1
µ(B)1B

Ainsi, g est une fonction simple de L1 et ‖g‖L1 = 1. En outre

|〈f , g〉| =
∣∣∣∣ 1
µ(B)

∫
B

f dµ
∣∣∣∣ ≥ ‖f‖L∞ − ε

D’où ‖f‖L∞ = sup
{
|〈f , g〉| , g ∈ S1

µ, ‖g‖L1 ≤ 1
}
.

Le théorème suivant, aussi appelé lemme des trois droites d’Hadamard, est un résultat dont nous aurons besoin
pour démontrer le théorème de Riesz-Thorin. Il est une application du principe du maximum.

Lemme 1 (Lemme des trois droites). On note ∆ = {z ∈ C | 0 < <(z) < 1}. Soit f une fonction holomorphe
sur ∆, continue et bornée sur ∆. Pour tout θ ∈ [0 , 1], on pose :

Mθ = sup
t∈R
|f(θ + it)|

Alors
∀θ ∈ [0 , 1], Mθ ≤M1−θ

0 Mθ
1
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Preuve. On note : M = supz∈∆|f(z)|. Soit p > 0. Pour tout ε > 0, on considère la fonction Fε de ∆ dans C
définie par :

∀z ∈ ∆, Fε(z) = pzeεz
2
f(z)

Pour tout ε > 0, Fε est holomorphe sur ∆ et continue sur ∆ (comme produit de telles fonctions). Soit ε > 0. On
a :

∀t ∈ R,∀θ ∈ [0 , 1], |Fε(θ + it)| = pθeε(θ
2−t2)|f(θ + it)| ≤ max(1, p)Me1−t2

Donc
∀t ∈ R, sup

0≤θ≤1
|Fε(θ + it)| ≤ max(1, p)Me1−t2

C’est pourquoi
sup

0≤θ≤1
|Fε(θ + it)| −−−−−→

|t|→+∞
0

Il existe donc R > 0 tel que

∀t ∈ R, |t| ≥ R⇒ sup
0≤θ≤1

|Fε(θ + it)| ≤ ε+ max(M0, pe
εM1) (3)

On se place sur KR = {z ∈ C | 0 ≤ <(z) ≤ 1, |z| ≤ R} ⊂ ∆, qui est compact (car fermé et borné). Alors Fε est
holomorphe sur K̊R et continue sur KR. Donc, d’après le principe du maximum, le maximum de |Fε| est atteint
sur le bord ∂KR de KR. Or :
• ∀t ∈ R, |Fε(it)| = e−εt

2 |f(it)| ≤M0,
• ∀t ∈ R, |Fε(1 + it)| = peε(1−t

2)|f(1 + it)| ≤ peεM1,
• ∀θ ∈ [0 , 1], |Fε(θ ± iR)| ≤ sup0≤x≤1|Fε(x± iR)| ≤ max(M0, pe

εM1) + ε d’après (3).
D’où

max
z∈KR

|Fε(z)| = max
z∈∂KR

|Fε(z)| ≤ max(M0, pe
εM1) + ε

En outre, d’après (3),
∀z ∈ ∆ \KR, |Fε(z)| ≤ max(M0, pe

εM1) + ε

Finalement, on a donc :

∀(θ, t) ∈ [0 , 1]× R, |Fε(θ + it)| ≤ max(M0, pe
εM1) + ε

En particulier, pour p = M0
M1

> 0, on a :

∀z ∈ ∆, |Fε(z)| ≤ max(M0,M0e
ε) + ε = M0 max(1, eε) + ε ≤M0e

ε + ε

En faisant tendre ε vers 0, on obtient alors :

∀z ∈ ∆, |pzf(z)| ≤M0

ie.
∀(θ, t) ∈ [0 , 1]× R, Mθ

0M
−θ
1 |f(θ + it)| ≤M0

soit
∀(θ, t) ∈ [0 , 1]× R, |f(θ + it)| ≤M1−θ

0 Mθ
1

D’où
∀θ ∈ [0 , 1], Mθ ≤M1−θ

0 Mθ
1

4.2 Somme de deux espaces Lp

Soient (X,A, µ) un espace mesuré σ-fini et p, q ∈ [1 ,+∞].

Rappel. On note Lpµ(X)+Lqµ(X) =
{
g + h

∣∣ g ∈ Lpµ(X), h ∈ Lpµ(X)
}
. Cet ensemble est alors un espace vectoriel,

somme des deux espaces vectoriels Lpµ(X) et Lqµ(X). Dans la suite, on le notera parfois, en l’absence d’ambiguité,
simplement Lp + Lq.

Notation. Pour tout f ∈ Lp + Lq, on pose : ‖f‖Lp+Lq = inf {‖g‖Lp + ‖h‖Lq | f = g + h, g ∈ Lp, h ∈ Lq}.

Remarque 2. Lorsque p = q, Lp + Lq est exactement Lp, et garde la même norme. On peut donc ici supposer
que p 6= q.
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Proposition 5. ‖.‖Lp+Lq est une norme sur Lp + Lq.

Preuve. ‖.‖Lp+Lq est une application de Lp + Lq dans R+. L’homogénéité et l’inégalité triangulaire ne posent
guère de difficultés. Montrons la propriété de séparation. Soit f ∈ Lp + Lq telle que ‖f‖Lp+Lq = 0. Alors, par
définition de cette norme, il existe deux suites (gn)n≥0 ∈ (Lp)N et (hn)n≥0 ∈ (Lq)N telles que

∀n ∈ N, f = gn + hn et ‖gn‖Lp + ‖hn‖Lq −−−−−→n→+∞
0

Alors ‖gn‖Lp −−−−−→n→+∞
0 et ‖hn‖Lq −−−−−→n→+∞

0. Soit t > 0. On a, pour tout n ∈ N,

{|f | ≥ t} ⊂ {|gn + hn| ≥ t} ⊂ {|gn|+ |hn| ≥ t} par l’inégalité triangulaire

⊂
{
|gn| ≥

t

2

}⋃{
|hn| ≥

t

2

}
• On suppose p, q < +∞. Alors, pour tout n ∈ N,

µ({|f | ≥ t}) ≤ µ
({
|gn| ≥

t

2

})
+ µ

({
|hn| ≥

t

2

})
≤ µ

({
|gn|p ≥

(
t

2

)p})
+ µ

({
|hn|q ≥

(
t

2

)q})
≤
(

2
t

)p
‖gn‖pLp +

(
2
t

)q
‖hn‖qLq par l’inégalité de Markov

En faisant tendre n vers +∞, on en déduit que µ({|f | ≥ t}) = 0.
• On suppose maintenant p = +∞ et q < +∞ (le cas p = +∞, q < +∞, étant symétrique, se traite de la même
manière). Comme limn→+∞ ‖gn‖L∞ = 0, il existe Nt ∈ N tel que ∀n ≥ Nt, |gn| ≤ t

2 presque partout. Pour
tout n ≥ Nt, on a donc :

µ({|f | ≥ t}) ≤ µ
({
|gn| ≥

t

2

})
+ µ

({
|hn|q ≥

(
t

2

)q})
≤
(

2
t

)q
‖hn‖qLq

En faisant tendre n vers +∞, on en déduit que µ({|f | ≥ t}) = 0.
Dans tous les cas, on a montré que ∀t > 0, µ (|f | ≥ t) = 0. On en déduit que f = 0 presque partout, ie. f = 0
dans Lp + Lq. D’où la propriété de séparation.

Proposition 6. Lp + Lq muni de la norme précédemment définie est un espace de Banach.

Preuve. Soit
∑
fn une série absolument convergente de Lp + Lq. Montrons qu’elle est convergente. Pour tout

n ∈ N, par définition de ‖.‖Lp+Lq , il existe gn ∈ Lp et hn ∈ Lq telles que ‖gn‖Lp + ‖hn‖Lq ≤ ‖fn‖Lp+Lq + 1
2n .

On a alors :
∀n ∈ N, ‖gn‖Lp ≤ ‖gn‖Lp + ‖hn‖Lq ≤ ‖fn‖Lp+Lq + 1

2n

Or les séries
∑
‖fn‖Lp+Lq et

∑ 1
2n sont convergentes. Donc la série

∑
‖gn‖Lp est convergente, ie. la série

∑
gn

est absolument convergente. Alors, Lp étant un espace de Banach, elle est convergente dans Lp. On note g ∈ Lp
sa somme. On montre de la même manière que

∑
hn est convergente dans Lq et on note h ∈ Lq sa somme.

Finalement, notant f = g + h ∈ Lp + Lq, on a :

∀n ∈ N,

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

fn − f

∥∥∥∥∥
Lp+Lq

≤

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

gn − g

∥∥∥∥∥
Lp

+

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

hn − h

∥∥∥∥∥
Lq

D’où la convergence de la série
∑
fn, de somme f . On en déduit que Lp + Lq est un espace de Banach.

Lemme 2. Soient p0, p1 ∈ [1 ,+∞]. Alors, pour tout θ ∈ [0 , 1], posant 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1
, Lpθ ⊂ Lp0 + Lp1

continûment. Autrement dit, l’injection iθ : f ∈ Lpθ 7→ f ∈ Lp0 + Lp1 est continue. De plus, on a : ‖iθ‖ ≤ 2.

Preuve. Dans le cas p0 = p1, idθ = idLp0 est continue, de norme 1. On suppose à présent que p0 < p1 (le cas
p1 < p0 est symétrique, quitte à remplacer θ par 1 − θ). Soit f ∈ Lpθ \ {0} (le cas f = 0 est évident puisque
Lpθ et Lp0 + Lp1 sont des espaces vectoriels). Soit λ > 0. On note : A = {|f | ≥ λ}, et g = f1A, h = f1Ac . Alors
f = g + h. Montrons dans un premier temps que g ∈ Lp0 et h ∈ Lp1 . On pose : 1

r = 1− p0
pθ
. Alors, en utilisant

l’inégalité de Markov :∫
X

|1A|r dµ =
∫
X

1A dµ = µ(A) = µ({|f | ≥ λ}) = µ({|f |pθ ≥ λpθ})

≤ 1
λpθ

∫
X

|f |pθ dµ =
(
‖f‖Lpθ
λ

)pθ
< +∞
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Donc 1A ∈ Lr et ‖1A‖Lr ≤
(
‖f‖Lpθ

λ

) pθ
r =

(
‖f‖Lpθ

λ

)pθ−p0
. Sachant que p0 < +∞, pour g, on a alors, par

l’inégalité de Hölder (r et pθ
p0

étant conjugués) :∫
X

|g|p0 dµ =
∫
X

1A |f |p0 dµ = ‖1Afp0‖L1 ≤ ‖1A‖Lr ‖f
p0‖

L
pθ
p0

≤
(
‖f‖Lpθ
λ

)pθ−p0

‖f‖p0
Lpθ =

‖f‖pθLpθ
λpθ−p0

< +∞

D’où g ∈ Lp0 et ‖g‖Lp0 ≤ λ
1− pθp0 ‖f‖

pθ
p0
Lpθ . Montrons maintenant que h ∈ Lp1 . Pour cela, on distingue deux cas.

Si p1 = +∞, alors ∀x ∈ X, |h(x)| = 1Ac(x) |f(x)| ≤ λ, donc h ∈ Lp1 et ‖h‖Lp1 ≤ λ. Supposons à présent que
p1 < +∞. Alors :∫

X

|h|p1 dµ =
∫
X

1Ac |f |p1 dµ =
∫
X

1Ac |f |p1−pθ |f |pθ dµ ≤ λp1−pθ ‖f‖pθLpθ < +∞

Donc h ∈ Lp1 et ‖h‖Lp1 ≤ λ
1− pθp1 ‖f‖

pθ
p1
Lpθ . On a donc montré que f ∈ Lp0 +Lp1 . En outre, en posant λ = ‖f‖Lpθ ,

on a, d’après ce qui précède, que ‖g‖Lp0 ≤ ‖f‖Lpθ et ‖h‖Lp1 ≤ ‖f‖Lpθ . Donc, par définition de ‖.‖Lp0 +Lp1 ,
‖f‖Lp0 +Lp1 ≤ 2 ‖f‖Lpθ . Donc l’injection iθ : f ∈ Lpθ 7→ f ∈ Lp0 + Lp0 est continue et ‖iθ‖ ≤ 2.

4.3 Opérateurs compatibles
Dans la suite de la section 2, on considère les espaces mesurés σ-finis (X,A, µ) et (Y,B, ν), les réels p0, p1, q0, q1 ∈
[1 ,+∞] et les espaces Lp0

µ (X), Lp1
µ (X), Lq0

ν (Y ) et Lq1
ν (Y ). En outre, pour tout θ ∈ [0 , 1], on pose 1

pθ
= 1−θ

p0
+ θ

p1

et 1
qθ

= 1−θ
q0

+ θ
q1
. Enfin, les opérateurs seront envisagés selon le point de vue donné par la définition suivante.

Définition 2. On dit que deux opérateurs T0 : Lp0 → Lq0 et T1 : Lp1 → Lq1 sont compatibles s’ils coïncident
sur l’intersection Lp0 ∩ Lp1 . On note alors indifféremment T ces deux opérateurs.

Ainsi, lorsque l’on parlera d’un opérateur défini sur deux espaces différents, il s’agira en fait de deux opérateurs
compatibles.

Lemme 3. Soit T un opérateur linéaire, continu de Lp0
µ (X) dans Lq0

ν (Y ) de norme M0 et continu de Lp1
µ (X)

dans Lq1
ν (Y ) de norme M1. Alors le prolongement de T à Lp0 + Lp1 défini par

∀g + h ∈ Lp0 + Lp1 , T (g + h) = T (g) + T (h)

est un opérateur linéaire continu de Lp0 + Lp1 dans Lq0 + Lq1 , de norme ‖T‖ ≤ max(M0,M1).

Preuve. Montrons d’abord que le prolongement T est bien défini, ie. que, pour tout f ∈ Lp0 +Lp1 , T (f) ne dépend
pas de la décomposition de f . Soit f ∈ Lp0 + Lp1 . Soient g, g̃ ∈ Lp0 et h, h̃ ∈ Lp1 telles que f = g + h = g̃ + h̃.
On veut montrer que T (g) + T (h) = T (g̃) + T (h̃). Comme g + h = g̃ + h̃, on a g − g̃ = h̃− h ∈ Lp0 ∩ Lp1 . Donc
T (g− g̃) = T (h̃− h). D’où, par linéarité, T (g) + T (h) = T (g̃) + T (h̃). Le prolongement T est linéaire de manière
évidente et son ensemble d’arrivée est bien Lq0 + Lq1 . Reste à montrer la continuité. Soit f ∈ Lp0 + Lp1 . Alors,
pour tous g ∈ Lp0 et h ∈ Lp1 telles que f = g + h, on a :

‖T (f)‖Lq0 +Lq1 = ‖T (g) + T (h)‖Lq0 +Lq1 ≤ ‖T (g)‖Lq0 + ‖T (h)‖Lq1

≤M0 ‖g‖Lp0 +M1 ‖h‖Lp1 ≤ max(M0,M1) (‖g‖Lp0 + ‖h‖Lp1 )

D’où ‖T (f)‖Lq0 +Lq1 ≤ max(M0,M1) ‖f‖Lp0 +Lp1 . Donc T est continu de Lp0 + Lp1 dans Lq0 + Lq1 , de norme
inférieure ou égale à max(M0,M1).

Remarque 3. Inversement, si T est un opérateur défini sur la somme Lp0 + Lp1 , alors les restrictions de T à
chacun des deux espaces Lp0 et Lp1 sont compatibles. Ainsi, définir un opérateur sur Lp0 et Lp1 (au sens des
opérateurs compatibles) revient à définir un opérateur sur la somme Lp0 + Lp1 .
Remarque 4. On peut définir l’opérateur continu T sur une partie dense de Lp0 ∩ Lp1 , cet espace étant muni de
la norme définie par ∀f ∈ Lp0 ∩ Lp1 , ‖f‖Lp0∩Lp1 = max (‖f‖Lp0 , ‖f‖Lp1 ). Cependant, lorsque la mesure µ est
finie, puisqu’alors ‖.‖Lp0 ≤ C ‖.‖Lp1 (où C > 0 et en supposant p0 ≤ p1), on peut définir T sur une partie dense
de Lp1 . On a alors, par unicité du prolongement continu, un opérateur continu T défini sur Lp0 , Lp1 et Lp0 +Lp1 .
C’est ce que nous ferons dans la suite, avec les polynômes trigonométriques et les polynômes de Tchebychev.
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4.4 Le théorème de Riesz-Thorin
Enfin, nous avons tout ce qu’il faut pour montrer le théorème de Riesz-Thorin, un résultat fondamental de la
théorie de l’interpolation que l’on retrouve dans [1].

Théorème 2 (Riesz-Thorin). Soient (X,A, µ) et (Y,B, ν) des espaces mesurés σ-finis, p0, p1, q0, q1 ∈ [1 ,+∞],
et T un opérateur linéaire, continu de Lp0

µ (X) dans Lq0
ν (Y ) de norme M0 et continu de Lp1

µ (X) dans Lq1
ν (Y ) de

norme M1. Alors, pour tout θ ∈ [0 , 1], T est continu de Lpθµ (X) dans Lqθν (Y ), de norme Mθ ≤M1−θ
0 Mθ

1 .

Preuve. Soit θ ∈ ]0 , 1[ (on a déjà le résultat pour 0 et pour 1). On suppose dans un premier temps que pθ =∞.
Alors p0 = p1 =∞. Donc T est continu de L∞ dans Lq0 et de L∞ dans Lq1 . Pour tout f ∈ L∞, on a alors, par
l’inégalité de Hölder :

‖Tf‖Lqθ =
∥∥∥(Tf)(1−θ)qθ (Tf)θqθ

∥∥∥ 1
qθ

L1
≤
∥∥∥(Tf)(1−θ)qθ

∥∥∥ 1
qθ

L

q0
(1−θ)qθ

∥∥(Tf)θqθ
∥∥ 1
qθ

L
q1
θqθ

= ‖Tf‖1−θLq0 ‖Tf‖
θ
Lq1

≤M1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖L∞

T est donc continu de L∞ dans Lqθ , de norme inférieure ou égale àM1−θ
0 Mθ

1 . On suppose à présent que pθ < +∞.
On considère l’opérateur T : Lp0 +Lp1 → Lq0 +Lq1 donné par le lemme 3. Il est alors continu de Lp0 +Lp1 dans
Lq0 +Lq1 . Montrons qu’il est continu de Lpθ dans Lqθ . Soit f =

∑m
k=0 αk1Ak ∈ Spθµ . Soit g =

∑r
k=0 βk1Bk ∈ S

q′θ
ν

telle que ‖g‖
L
q′
θ
≤ 1. On note ∆ = {z ∈ C | 0 < <(z) < 1}. Pour tout z ∈ ∆, on considère les fonctions fz et gz

définies par :

∀x ∈ X, fz(x) = |f(x)|
pθ
pz
−1
f(x) et ∀y ∈ Y, gz(y) = |g(y)|

q′
θ
p′z
−1
g(y)

Alors, posant, pour tout k ∈ J0 ,mK, ϕk = arg(αk) et, pour tout k ∈ J0 , rK, ψk = arg(βk), elles s’expriment avec
les indicatrices de la manière suivante :

fz =
m∑
k=0
|αk|

pθ
pz eiϕk1Ak et gz =

r∑
k=0
|βk|

pθ
pz eiψk1Bk

On considère alors la fonction Φ définie sur ∆ par :

∀z ∈ ∆, Φ(z) = 〈Tfz , gz〉

Ainsi, pour tout z ∈ ∆,

Φ(z) =
∑

0≤k≤m
0≤l≤r

|αk|pθ
(

1−z
p0
− z
p1

)
|βl|

q′θ

(
1−z
q′0
− z
q′1

)
ei(ϕk+ψl)

∫
Y

T (1Ak)1Bl dν (4)

Alors, pour tout z ∈ ∆,

|Φ(z)| ≤
∑

0≤k≤m
0≤l≤r

max
(
|αk|

pθ
p0 , |αk|

pθ
p1

)
max

(
|βl|

q′
θ
q′0 , |βl|

p′
θ
q′1

)
‖T (1Ak)1Bl‖L1

≤
∑

0≤k≤m
0≤l≤r

max
(
|αk|

pθ
p0 , |αk|

pθ
p1

)
max

(
|βl|

q′
θ
q′0 , |βl|

p′
θ
q′1

)
‖1Ak‖Lq0 ‖1Bl‖Lq′0 ‖T‖Lp0 ,Lq0

la deuxième inégalité étant obtenue par l’inégalité de Hölder. Ceci montre que Φ est bien définie et bornée sur ∆.
En outre, grâce à l’expression (4) de Φ, on remarque qu’elle est continue sur ∆ et holomorphe sur ∆. De plus,
elle vérifie, d’après l’inégalité de Hölder, puis sachant que, pour tout y ∈ R, |fiy| = |f |

pθ
p0 et |giy| = |g|q

′
θ/q
′
0 :

∀y ∈ R, |Φ(iy)| ≤ ‖T (fiy)‖Lq0 ‖giy‖Lq′0 ≤ ‖T‖Lp0 ,Lq0 ‖fiy‖Lq0 ‖giy‖Lq′0

= M0

∥∥∥f pθp0

∥∥∥
Lq0

∥∥∥gq′θ/q′0∥∥∥
L
q′0

= M0 ‖f‖
pθ
p0
Lpθ ‖g‖

q′θ/q
′
0

L
q′
θ

De manière analogue, on trouve que

∀y ∈ R, |Φ(1 + iy)| ≤M1 ‖f‖
pθ
p1
Lpθ ‖g‖

q′θ/q
′
1

L
q′
θ
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On en déduit donc, d’après le lemme des trois droites, que

|〈Tf , g〉| = |Φ(θ)| ≤M1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖Lpθ ‖g‖Lq′θ

D’où, d’après la proposition 4,
‖Tf‖Lqθ ≤M

1−θ
0 Mθ

1 ‖f‖Lpθ
Rappelons que l’on veut montrer que la restriction de T : Lp0 +Lp1 → Lq0 +Lq1 à Lpθ envoie bien Lpθ dans Lqθ
et est continue Lpθ → Lqθ . Nous venons de montrer que la restriction à Spθµ de T : Lp0 + Lp1 → Lq0 + Lq1 est
continue Lpθ → Lqθ . En prolongeant cette dernière restriction continûment à Lpθ et grâce à la continuité de
l’inclusion Lqθ ⊂ Lq0 + Lq1 , on obtient un opérateur borné T0 : Lpθ → Lq0 + Lq1 . En outre, la restriction T1 de
T : Lp0 +Lp1 → Lq0 +Lq1 à Lpθ est continue Lpθ → Lq0 +Lq1 grâce à l’inclusion continue Lpθ ⊂ Lp0 +Lp1 . Ainsi,
par unicité du prolongement continu, T0 = T1. Il s’agit donc bien de T (au sens des opérateurs compatibles).
D’où T est continu Lpθ → Lqθ , de norme Mθ ≤M1−θ

0 Mθ
1 .

Le corollaire suivant précise la forme que prend l’ensemble des p ∈ [1 ,+∞] pour lesquels une famille donnée de
projecteurs bornés est uniformément bornée de Lp dans Lp.

Corollaire 2. Soit (X,A, µ) un espace mesuré fini. Soit (en)n≥0 une famille de L∞ ∩ L1, orthonormée pour
le produit scalaire de L2. Pour tout N ∈ N, on note SN le projecteur orthogonal sur vect(ek)0≤k≤N , qui est
alors défini sur Lp pour tout p ∈ [1 ,+∞]. Alors l’ensemble des p ∈ [1 ,+∞] tels que (SN )N≥0 est uniformément
bornée de Lp dans Lp est de la forme [p , p′] ou ]p , p′[.

Preuve. Montrons d’abord que c’est un intervalle. Soient p ≤ q tels que (SN )N≥0 est uniformément bornée
Lp → Lp et uniformément bornée Lq → Lq. Soit r ∈ [p , q]. Alors 1

r ∈ [ 1
q ,

1
p ]. Il existe donc θ ∈ [0 , 1] tel que

1
r

= 1− θ
p

+ θ

p

Alors, d’après le théorème de Riesz-Thorin, pour toutN ∈ N, SN est borné Lr → Lr et ‖SN‖Lr ≤ ‖SN‖
1−θ
Lp ‖SN‖

θ
Lq .

D’où (SN )N≥0 est uniformément bornée Lr → Lr. Reste à montrer que si c’est le cas pour p, alors c’est aussi le
cas pour p′. Soit p ∈ [1 ,+∞]. On suppose que (SN )N≥0 est uniformément bornée Lp → Lp. Soient N ∈ N et
f ∈ Lp′ . Pour tout g ∈ Spµ telle que ‖g‖Lp ≤ 1,

|〈g , SNf〉| =

∣∣∣∣∣
N∑
k=0
〈ek , f〉L2〈g , ek〉

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=0
〈ek , f〉L2〈ḡ , ek〉L2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=0
〈ek , ḡ〉L2〈f̄ , ek〉

∣∣∣∣∣
=
∣∣〈f̄ , SN ḡ〉∣∣ ≤ ‖f‖Lp′ ‖SN ḡ‖Lp ≤ ‖SN‖Lp ‖f‖Lp′

D’où, d’après la proposition 4, ‖SNf‖Lp′ ≤ ‖SN‖Lp ‖f‖Lp′ . Donc (SN )N≥0 est uniformément bornée Lp′ →
Lp
′ .

5 Polynômes orthogonaux
L’ouvrage à partir duquel est écrite cette section est [6] Orthogonal polynomials, de Gabor Szegö, référence
majeure sur la théorie des polynômes orthogonaux.

5.1 Construction et définition des polynômes orthogonaux
Soient a < b ∈ R. On considère une fonction w Lebesgue-mesurable, positive, non presque partout nulle, définie
sur ]a , b[, ainsi que la mesure dµ = w dx. On note alors 〈. , .〉 le produit scalaire usuel sur L2

µ(a, b) :

∀f, g ∈ L2
µ(a, b), 〈f , g〉 =

∫ b

a

fg dµ

On suppose que tous les moments sont finis :

∀n ∈ N,
∫ b

a

xn dµ(x) < +∞

En particulier, la mesure µ est finie. La fonction w est appelée fonction poids.
Remarque 5. Pour tout p ∈ [1 ,+∞], R[X] ⊂ Lpµ(a, b).
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Définition 3. On appelle famille de polynômes orthogonaux pour le produit scalaire 〈. , .〉 toute base algébrique
(pn)n≥0 de R[X] orthogonale pour 〈. , .〉 et telle que, pour tout n ∈ N, deg(pn) = n.

Remarque 6. Pour tout n ∈ N, (pk)0≤k≤n est une base de Rn[X].
La proposition suivante, immédiate, donne l’unicité d’une telle famille.

Proposition 7. Pour le produit scalaire 〈. , .〉, il existe une famille de polynômes orthogonaux. Celle-ci est
unique à multiplications près de ses éléments par des réels non nuls, et peut s’obtenir en orthogonalisant la base
canonique (Xn)n≥0 (avec le procédé de Gram-Schmidt).

5.2 Propriétés fondamentales
Deux outils essentiels concernant la théorie des polynômes orthogonaux sont la formule de récurrence et le noyau
de Christoffel-Darboux. Soit (pn)n≥0 une famille de polynômes orthogonaux. Pour tout n ∈ N, on note kn le
coefficient d’ordre n de pn, k′n son coefficient d’ordre n− 1 (avec k′0 = 0), et hn = 〈pn , pn〉.

Proposition 8 (Formule de récurrence). On a la relation de récurrence suivante :

∀n ≥ 2, pn = (anX + bn) pn−1 − cnpn−2

où
an = kn

kn−1
, bn = an

(
k′n
kn
−
k′n−1
kn−1

)
et cn = an

kn−2hn−1

kn−1hn−2

Preuve. Soit n ≥ 2. Par définition de an, anXpn−1 − pn ∈ Rn−1[X]. Alors, ( pk√
hk

)0≤k≤n étant une base
orthonormée de Rn−1[X], ce polynôme s’écrit :

anXpn−1 − pn =
n−1∑
k=0

〈anXpn−1 − pn , pk〉
hk

pk =
n−1∑
k=0

an
hk
〈Xpn−1 , pk〉pk

Or, pour tout k ∈ J0 , n − 3K, en passant par la formulation intégrale du produit scalaire, puis sachant que
deg(Xpk) = k+ 1 ≤ n−2 et que pn−1 ∈ Rn−2[X]⊥ (par construction de pn−1 avec le procédé de Gram-Schimdt),

〈Xpn−1 , pk〉 = 〈pn−1 , Xpk〉 = 0

On a alors :
anXpn−1 − pn = an

hn−1
〈Xpn−1 , pn−1〉pn−1 + an

hn−2
〈Xpn−1 , pn−2〉pn−2

On pose : bn = − an
hn−1
〈Xpn−1 , pn−1〉 et cn = an

hn−2
〈Xpn−1 , pn−2〉. Reste à expliciter ces deux quantités avec les

coefficients et les normes :

〈Xpn−1 , pn−2〉 =
∫ b

a

pn−1(x)
(
kn−2x

n−1 + · · ·
)

dµ(x)

= kn−2

∫ b

a

pn−1(x)xn−1 dµ(x) car pn−1 ∈ Rn−2[X]⊥

= kn−2

kn−1

∫ b

a

pn−1(x)
(
kn−1x

n−1 + · · ·
)

dµ(x)

= kn−2

kn−1

∫ b

a

pn−1(x)2 dµ(x) = kn−2hn−1

kn−1

11



et

〈Xpn−1 , pn−1〉 =
∫ b

a

pn−1(x)
(
kn−1x

n + k′n−1x
n−1 + · · ·

)
dµ(x)

=
∫ b

a

pn−1(x)
(
kn−1x

n + k′n−1x
n−1) dµ(x) car pn−1 ∈ Rn−2[X]⊥

= kn−1

kn

∫ b

a

pn−1(x)
(
knx

n +
knk

′
n−1

kn−1
xn−1

)
dµ(x)

= kn−1

kn

∫ b

a

pn−1(x)
(
knx

n + k′nx
n−1) dµ(x) + kn−1

kn

∫ b

a

pn−1(x)
(
knk

′
n−1

kn−1
− k′n

)
xn−1 dµ(x)

= kn−1

kn

∫ b

a

pn−1(x)pn(x) dµ(x) + kn−1

kn

∫ b

a

pn−1(x)
((

knk
′
n−1

kn−1
− k′n

)
xn−1 + · · ·

)
dµ(x)

= 〈pn−1 , pn〉+
(
k′n−1
kn−1

− k′n
kn

)∫ b

a

pn−1(x)
(
kn−1x

n−1 + · · ·
)

dµ(x)

= 0 +
(
k′n−1
kn−1

− k′n
kn

)∫ b

a

pn−1(x)2 dµ(x)

=
(
k′n−1
kn−1

− k′n
kn

)
hn−1

D’où
bn = an

(
k′n
kn
−
k′n−1
kn−1

)
et cn = an

kn−2hn−1

kn−1hn−2

Pour tout n ∈ N, il peut être intéressant de considérer le projecteur orthogonal Sn : L2
µ(a, b) → L2

µ(a, b) sur
Rn[X]. Grâce à la famille de polynômes orthogonaux (pk)k≥0, il s’exprime de la façon suivante :

∀f ∈ L2
µ(a, b), Sn(f) =

n∑
k=0

〈f , pk〉
hk

pk

Soit, par linéarité de l’intégrale, pour tous f ∈ L2
µ(a, b) et x ∈ ]a , b[,

Snf(x) =
∫ b

a

n∑
k=0

pk(x)pk(y)
hk

f(y) dµ(y)

En posant, pour tous x, y ∈ ]a , b[,

Kn(x, y) =
n∑
k=0

pk(x)pk(y)
hk

on a alors :
Snf(x) =

∫ b

a

Kn(x, y)f(y) dµ(y)

Définition 4. Pour tout n ∈ N, la fonction Kn ainsi définie est appelée noyau de Christoffel-Darboux.

Grâce à la formule de récurrence, on montre une expression plus simple du noyau de Christoffel-Darboux.

Proposition 9. Pour tout n ∈ N et pour tous x, y ∈ ]a , b[,

Kn(x, y) = kn
kn+1hn

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)
x− y

Remarque 7. Comme ∀n ∈ N, deg(pn+1) = n+ 1 > 0, cette expression du noyau est bien définie lorsque x = y.

Preuve. C’est une preuve par récurrence. Soient x, y ∈ ]a , b[. Pour n = 0, on a :

K0(x, y) = p0(x)p0(y)
h0

= k2
0

k1h0

k1x− k1y

x− y
(bien défini si x = y)

= k0

k1h0

(k1x+ k′1) k0 − k0 (k1y − k′1)
x− y

= k0

k1h0

p1(x)p0(y)− p0(x)p1(y)
x− y

12



Soit n ≥ 1. On suppose la formule vraie pour Kn−1. On a, par la formule de récurrence appliquée à pn+1 (licite
car n+ 1 ≥ 2) :

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y) = (an+1x+ bn+1) pn(x)pn(y)− cn+1pn−1(x)pn(y)
− (an+1y + bn+1) pn(x)pn(y) + cn+1pn(x)pn−1(y)

= an+1(x− y)pn(x)pn(y) + cn+1 (pn(x)pn−1(y)− pn−1(x)pn(y))

= kn+1hn
kn

(x− y)
(
pn(x)pn(y)

hh
+Kn−1(x, y)

)
= kn+1hn

kn
(x− y)Kn(x, y)

D’où
Kn(x, y) = kn

kn+1hn

pn+1(x)pn(y)− pn(x)pn+1(y)
x− y

Proposition 10. On suppose que a, b ∈ R. Alors, pour tout p ∈ [1 ,+∞[, la famille de polynômes orthogonaux
(pn)n≥0 est totale dans Lpµ(a, b).

Preuve. Soit p ∈ [1 ,+∞[. Soit f ∈ Lpµ(a, b). Soit ε > 0. L’intervalle [a , b] étant un compact de R, l’ensemble
des fonctions continues C([a , b],R) est dense dans Lpµ(a, b). C’est pourquoi il existe g ∈ C([a , b],R) telle que
‖f − g‖Lp ≤

ε
2 . En outre, d’après le théorème de Weierstrass, R[X] est dense dans (C([a , b],R), ‖.‖L∞). Il

existe donc p ∈ R[X] tel que ‖g − p‖L∞ ≤
ε

2µ(]a,b[)
1
p
(rappelons que, comme les moments sont supposés finis,

µ(]a , b[) < +∞). Ainsi on a :
‖g − p‖Lp ≤ µ (]a , b[)

1
p ‖g − p‖L∞ ≤

ε

2
Il vient alors :

‖f − p‖Lp ≤ ‖f − g‖Lp + ‖g − p‖Lp ≤ ε

Or p ∈ R[X] = vect(pn)n≥0. D’où vect(pn)n≥0 est dense dans Lpµ(a, b).

Remarque 8. L∞µ n’étant pas séparable, (pn)n≥0 n’est pas totale dans L∞µ .

5.3 Polynômes de Tchebychev de première espèce
Dans cette section, on se place sur [−1 , 1] et on définit la fonction poids w par : ∀x ∈ (−1, 1), w(x) = (1−x2)− 1

2 .
Nous allons considérer une famille particulière de polynômes, définie d’abord par récurrence, dont nous verrons
ensuite qu’il s’agit de la famille de polynômes orthogonaux (unique à multiplications près) pour la foncion poids
w.

Définition 5. On appelle famille des polynômes de Tchebychev de première espèce, la famille (Tn)n≥0 de R[X]
définie par :

T0 = 1, T1 = X et ∀n ≥ 2, Tn = 2XTn−1 − Tn−2

Remarque 9. Par une récurrence immédiate, on remarque que ∀n ∈ N, deg(Tn) = n, et donc que (Tn)n≥0 est
une base de R[X], ainsi que k0 = 1 et ∀n ≥, kn = 2n−1.

Proposition 11. Pour tout n ∈ N et pour tout θ ∈ [0 , π],

Tn (cos θ) = cosnθ

Preuve. La définition de ces polynômes nous suggère bien sûr de raisonner par récurrence. Soit θ ∈ [0 , π]. Pour
n = 0 et pour n = 1, on a :

T0(cos θ) = 1 = cos 0θ et T1(cos θ) = cos θ

Soit n ≥ 2. On suppose que la formule est vraie pour Tn−1 et Tn−2. Alors, par définition de Tn, puis par une
formule trigonométrique :

Un(cos θ) = 2(cos θ)Tn−1(cos θ)− Tn−2(cos θ) = 2 cos θ cos(n− 1)θ − cos(n− 2)θ = cosnθ

Proposition 12. La famille (Tn)n≥0 est la famille de polynômes orthogonaux pour la fonction poids w.
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Preuve. Soient m,n ∈ N. On a, en utilisant le changement de variable x = cos θ :

〈Tm , Tn〉 =
∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =
∫ π

0
cosmθ cosnθ dθ = 1

2

∫ π

0
cos(n+m)θ dθ + 1

2

∫ π

0
cos(n−m)θ dθ

Alors :
• si m = n = 0, alors 〈Tm , Tn〉 = π,
• si m = n > 0, alors 〈Tm , Tn〉 = π

2 ,
• si m 6= n, alors 〈Tm , Tn〉 = 0.
La famille (Tn)n≥0 est donc orthogonale. Donc, d’après la remarque 9, (Tn)n≥0 est la famille de polynômes
orthogonaux pour le poids w.

Remarque 10. La famille (Tn)n≥0 vérifie :

h0 = π, k0 = 1 et ∀n ∈ N, hn = π

2 , kn = 2n−1

5.4 Polynômes de Tchebychev de seconde espèce
Dans cette section, on se place également sur [−1 , 1] et on définit cette fois la fonction poids w par : ∀x ∈
(−1, 1), w(x) =

√
1− x2. Nous allons considérer la famille des polynômes de Tchebychev de seconde espèce, dont

la définition, par récurrence, diffère de celle des polynômes de première espèce par le deuxième terme initial.
Nous verrons ensuite qu’il s’agit de la famille de polynômes orthogonaux (unique à multiplications près) pour la
foncion poids w.

Définition 6. On appelle famille des polynômes de Tchebychev de seconde espèce, la famille (Un)n≥0 de R[X]
définie par :

U0 = 1, U1 = 2X et ∀n ≥ 2, Un = 2XUn−1 − Un−2

Remarque 11. Par une récurrence immédiate, on remarque que ∀n ∈ N, deg(Un) = n, et donc que (Un)n≥0 est
une base de R[X], ainsi que ∀n ∈ N, kn = 2n.

Proposition 13. Pour tout n ∈ N et pour tout θ ∈ [0 , π],

Un (cos θ) = sin ((n+ 1) θ)
sin θ

Remarque 12. On considère cette expression prolongée continûment : par n+ 1 en 0, et par (−1)n(n+ 1) en π.

Preuve. La définition de ces polynômes nous suggère bien sûr de raisonner par récurrence. Soit θ ∈ [0 , π]. Pour
n = 0, on a :

U0(cos θ) = 1 = sin θ
sin θ

Puis, pour n = 1,
sin 2θ
sin θ = 2 cos θ = U1(cos θ)

Soit n ≥ 2. On suppose que la formule est vraie pour Un−1 et Un−2. Alors, par définition de Un :

Un(cos θ) = 2(cos θ)Un−1(cos θ)− Un−2(cos θ) par définition de Un

= 2cos θ sin (nθ)
sin θ − sin ((n− 1) θ)

sin θ par hypothèse de récurrence

= sin ((n+ 1)θ) + sin ((n− 1)θ)
sin θ − sin ((n− 1) θ)

sin θ = sin ((n+ 1) θ)
sin θ

Proposition 14. La famille (Un)n≥0 est la famille de polynômes orthogonaux pour la fonction poids w.
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Preuve. Soient m,n ∈ N. On a :

〈Um , Un〉 =
∫ 1

−1
Um(x)Un(x)

√
1− x2 dx

=
∫ π

0
Um(cos θ)Un(cos θ) sin2 θ dθ par le changement de variable x = cos θ

=
∫ π

0
sin ((m+ 1)θ) sin ((n+ 1)θ) dθ d’après la proposition 13

= 1
2

∫ π

0
cos ((m− n)θ) dθ − 1

2

∫ π

0
cos ((m+ n+ 2)θ) dθ

= 1
2

∫ π

0
cos ((m− n)θ) dθ

Alors :
• si m = n, alors 〈Um , Un〉 = π

2 ,
• si m 6= n, alors 〈Um , Un〉 = 0.
La famille (Un)n≥0 est donc orthogonale. Donc, d’après la remarque 11, (Un)n≥0 est la famille de polynômes
orthogonaux pour le poids w.

Remarque 13. La famille (Un)n≥0 vérifie :

∀n ∈ N, hn = π

2 et kn = 2n

6 Quelques bases de Lp

On se place d’abord dans L2(T) muni de sa structure préhilbertienne usuelle :

∀f, g ∈ L2(T), 〈f , g〉 = 1
2π

∫ 2π

0
f(x)g(x) dx

On note P = vect(en)n∈Z l’espace vectoriel des polynômes trigonométriques, où, pour tout n ∈ Z, en : x ∈
T 7→ einx. La famille (en)n∈Z est évidemment libre. On rappelle en outre que P est dense dans Lp(T) pour tout
p ∈ [1 ,+∞[, d’après le théorème de Stone-Weierstrass et la densité des fonctions continues dans Lp. Il ne l’est
pas dans L∞ car L∞ n’est pas séparable. On sait donc déjà que (en)n∈Z n’est pas une base de Schauder de
L∞. On verra que ce n’en est pas une pour L1 non plus. Pour tout N ∈ N, on définit le projecteur de L2 sur
vect(ek)−N≤k≤N par :

∀f ∈ L2, SN (f) =
N∑

k=−N
〈ek , f〉ek

Ainsi, pour tout p ∈ ]1 ,+∞[, pour montrer que (en)n∈Z est une base de Schauder de Lp, il ne reste plus qu’à
montrer la bornitude uniforme de la famille (SN )N∈N. À cette fin, on utilise un opérateur intermédiaire : la
transformation de Hilbert sur le cercle. Enfin, nous déduirons de cela la convergence du développement en série
de polynômes de Tchebychev de première espèce.

6.1 Transformation de Hilbert sur le cercle
Définition 7. On appelle transformation de Hilbert sur le cercle, l’opérateur linéaire H défini sur P par :

∀f =
n∑

k=−n
αkek ∈ P, H(f) =

n∑
k=−n

sgn(k)αkek

où sgn est la fonction signe, qui prend la valeur 0 sur ]−∞ , 0[ et 1 sur [0 ,+∞[.

La formule suivante nous sera bien utile.

Proposition 15. Pour tous f, g ∈ P, on a :

H(f)H(g) + fg = H (H(f)g + fH(g))

Preuve. Pour tous f, g ∈ P , on écrit : f = f++f− et g = g++g− où f−, g− ∈ vect(en)n<0 et f+, g+ ∈ vect(en)n≥0
et on calcule chaque membre en développant.
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Lemme 4. Soit p ∈ [1 ,+∞[. Si H est continu de Lp dans Lp, alors H est aussi continu de L2p dans L2p et
‖H‖L2p ≤ ‖H‖Lp +

√
1 + ‖H‖2Lp .

Preuve. On suppose H borné de Lp dans Lp. Soit f ∈ P. Alors la formule de la proposition 15 donne :
H(f)2 + f2 = 2H(fH(f)). Donc∥∥H(f)2 + f2∥∥

Lp
= 2 ‖H(fH(f))‖Lp ≤ 2 ‖H‖Lp ‖fH(f)‖Lp = 2 ‖H‖Lp ‖f

pH(f)p‖
1
p

L1

≤ 2 ‖H‖Lp ‖f
p‖

1
p

L2 ‖H(f)p‖
1
p

L2 par l’inégalité de Hölder
= 2 ‖H‖Lp ‖f‖L2p ‖H(f)‖L2p

Or
∥∥H(f)2 + f2

∥∥
Lp
≥
∥∥H(f)2

∥∥
Lp
−
∥∥f2

∥∥
Lp

= ‖H(f)‖2L2p − ‖f‖2L2p . D’où

‖H(f)‖2L2p − 2 ‖H‖Lp ‖f‖L2p ‖H(f)‖L2p − ‖f‖2L2p ≤ 0

On en déduit que : λ1 ≤ ‖H(f)‖L2p ≤ λ2, où λ1 et λ2 sont les racines du polynômeX2−2 ‖H‖Lp ‖f‖L2p X−‖f‖2L2p .
On trouve que :

λ2 =
(
‖H‖Lp +

√
1 + ‖H‖2Lp

)
‖f‖L2p

Donc ‖H(f)‖L2p ≤
(
‖H‖Lp +

√
1 + ‖H‖2Lp

)
‖f‖L2p . D’où H est borné de L2p dans L2p et

‖H‖L2p ≤ ‖H‖Lp +
√

1 + ‖H‖2Lp

Proposition 16. Pour tout p ∈ ]1 ,+∞[, H est borné Lp → Lp.

Preuve. Montrons d’abord que H est borné L2 → L2. Pour tout f =
∑n
k=−n αkek ∈ P,

‖Hf‖L2 =
n∑

k=−n
|αk|2 = ‖f‖L2

D’où H est borné L2 → L2 et ‖H‖L2 ≤ 1. Alors, par une récurrence immédiate et d’après le lemme 4, H est
borné L2p → L2p pour tout p ∈ [1 ,+∞[. On en déduit, par un argument similaire à la preuve du corollaire 2,
sachant que P est dense dans Lp pour tout p ∈ ]1 ,+∞[, que H est borné Lp → Lp pour tout p ∈ ]1 ,+∞[.

Remarque 14. Rappelons que, lorsqueH, défini sur une partie dense, est continu, on confondH et son prolongement
continu. En outre, il vérifie toujours la formule de la proposition 15.

6.2 Convergence dans Lp du développement en série de Fourier
Maintenant que nous avons un résultat sur la bornitude de H, il ne reste plus qu’à lier SN à H, pour tout N ∈ N.
La proposition suivante nous donne en ce sens des formules explicites.

Proposition 17. Pour tout f ∈ P, on a :

∀N ∈ N, SNf = 1
2 (e−NH(eNf)− eNH(e−Nf))

et
∀N > deg(f), H(f) = eNSN (e−Nf)− e−NSN (eNf)

Preuve. La preuve de cette proposition repose sur la décomposition de f dans la base (en)n∈Z de P et le calcul
direct de l’expression de droite dans chaque formule.

Proposition 18. Pour tout p ∈ [1 ,+∞[, on a :

sup
N≥0
‖SN‖Lp ≤ ‖H‖Lp ≤ 2 sup

N≥0
‖SN‖Lp
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Preuve. On utilise les formules de la proposition précédente. Soit N ∈ N. Alors :

∀f ∈ P, ‖SN‖Lp = 1
2 ‖e−NH(eNf)− eNH(e−Nf‖Lp ≤ ‖H‖Lp ‖f‖Lp

Donc ‖SN‖Lp ≤ ‖H‖Lp . D’où supN≥0 ‖SN‖Lp ≤ ‖H‖Lp . Réciproquement, on a :

∀f ∈ P,∀N > deg(f), ‖H(f)‖Lp = ‖eNSN (e−Nf)− e−NSN (eNf)‖Lp ≤ 2 ‖SN‖Lp ‖f‖Lp
≤ 2 sup

n≥0
‖Sn‖Lp ‖f‖Lp

D’où ‖H‖Lp ≤ 2 supN≥0 ‖SN‖Lp .

Finalement, on déduit de tout cela le théorème suivant, sur la convergence du développement en série de Fourier.

Théorème 3. Soit p ∈ [1 ,+∞]. Le système trigonométrique (en)n∈Z est une base de Schauder de Lp(T) si et
seulement si 1 < p < +∞.

Preuve. Pour tout p ∈ ]1 ,+∞[, on sait déjà que vect(en)n∈Z est dense dans Lp. Il ne reste donc plus qu’à
montrer la bornitude uniforme de (SN )N≥0, c’est-à-dire celle de H, ce qui est fait dans la proposition 16. Il
ne reste reste plus qu’à montrer que ce n’est pas le cas pour p = 1, puisque l’on sait déjà que vect(en)n∈Z
n’est pas dense dans L∞. Pour cela, on considère le noyau de Fejér. Supposons par l’absurde que (SN )N≥0 est
uniformément bornée L1 → L1 : il existe C > 0 tel que

∀N ∈ N,∀f ∈ L1, ‖SNf‖L1 ≤ C ‖f‖L1

Soit N ∈ N. Soit n ≥ N . Alors :

SN (Kn) = SN

(
n∑

k=−n

(
1− |k|

n

)
ek

)
=

N∑
k=−N

(
1− |k|

n

)
ek

où Kn est le noyau de Fejér. On a donc, notant DN le noyau de Dirichlet :

‖SN (Kn)−DN‖L1 = 1
n

∥∥∥∥∥
N∑

k=−N
|k| ek

∥∥∥∥∥
L1

D’où ‖SN (Kn)‖L1 −−−−−→
n→+∞

‖DN‖L1 . Or, ∀n ≥ N, ‖SN (Kn)‖L1 ≤ C ‖Kn‖L1 = C. En faisant tendre n vers +∞,
on en déduit que ∀N ∈ N, ‖DN‖L1 ≤ C. Or limN→+∞ ‖DN‖L1 = +∞. En effet, par des minorations et le
changement de variable x =

(
N + 1

2
)
t, on a, pour tout N ∈ N :

‖DN‖L1 = 1
π

∫ π

0

∣∣sin (N + 1
2
)
t
∣∣∣∣sin t

2
∣∣ dt

≥ 2
π

∫ (N+ 1
2 )π

0

|sin x|
x

dx = 2
π

N−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

|sin x|
x

dx+ 2
π

∫ Nπ+π
2

Nπ

|sin x|
x

dx

≥ 1
π

N∑
k=1

1
k

+ 1
(2N + 1)π

et
∑N
k=1

1
k −−−−−→N→+∞

+∞. D’où la contradiction. C’est pourquoi (SN )N≥0 n’est pas uniformément bornée L1 → L1,

et donc (en)n∈Z n’est pas une base de Schauder de L1(T).

Remarque 15. Ainsi, d’après la proposition 18, H n’est borné ni L1 → L1, ni L∞ → L∞.

6.3 Les polynômes de Tchebychev de première espèce comme base de Lp

On se place ici sur l’intervalle [−1 , 1] et on considère la fonction poids w des polynômes de Tchebychev de
première espèce : ∀x ∈ (−1, 1), w(x) =

(
1− x2)−1/2. En outre, on note simplement Lpw l’espace des fonctions

intégrables sur (−1, 1) pour la mesure w dx. Enfin, on note, pour tout n ∈ N, Pn le projecteur sur vect(Tk)0≤k≤n :

∀f ∈ vect(Tk)k≥0, Pnf =
n∑
k=0

〈Tk , f〉
hk

Tk

où ∀k ∈ N, hk = ‖Tk‖2L2 . Le théorème suivant est une conséquence de ce qui vient d’être établi sur les polynômes
trigonométriques.
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Théorème 4. Soit p ∈ [1 ,+∞]. La famille des polynômes de Tchebychev de première espèce (Tn)n≥0 est une
base de Schauder de Lpw(−1, 1) si et seulement si 1 < p < +∞.

Preuve. On suppose 1 < p < +∞. D’après la proposition 10, on sait déjà que vect(Tn)n≥0 est dense dans Lpw.
Reste à montrer que la famille des projecteurs (Pn)n≥0 est uniformément bornée Lpw → Lpw. D’après le théorème
3, la famille des projecteurs (Sn)n≥0 pour les polynômes trigonométriques est uniformément bornée : il existe
C > 0 tel que

∀n ≥ 0,∀f ∈ Lp(T), ‖Snf‖Lp(T) ≤ C ‖f‖Lp(T)

Soient n ∈ N et f ∈ Lpw(−1, 1). Pour tout k ∈ N, on a, par les changement de variable x = cos θ :

〈Tk , f〉L2
w

=
∫ 1

−1

Tk(x)f(x)√
1− x2

dx =
∫ π

0
cos kθf(cos θ) dθ = 1

2

∫ π

0
eikθf(cos θ) dθ + 1

2

∫ π

0
e−ikθf(cos θ) dθ

= 1
2

∫ π

−π
e±ikθf(cos θ) dθ = π〈e±k , f ◦ cos〉L2(T)

On a alors le lien entre Pn et Sn de la manière suivante :

∀θ ∈ (0, π), Pnf(cos θ) =
n∑
k=0

〈Tk , f〉L2
w

hk
cos kθ =

n∑
k=−n

〈ek , f ◦ cos〉L2(T)ek(θ) = Sn(f ◦ cos)(θ)

Ainsi, également par le changement de variable x = cos θ :

‖Pnf‖Lpw =
(∫ 1

−1

|Pnf(x)|p√
1− x2

dx
) 1
p

=
(∫ π

0
|Pnf(cos θ)|p dθ

) 1
p

= 1
2

1
p

‖Sn(f ◦ cos)‖Lp(T)

≤ C

2
1
p

‖f ◦ cos‖Lp(T) = C ‖f‖Lpw

D’où (Pn)n≥0 est uniformément bornée. On en déduit donc que (Tn)n≥0 est une base de Schauder de Lpw.
Montrons que ce n’est pas le cas pour p = 1. Comme pour le système trigonométrique, nous allons utiliser le
noyau de Fejér. Supposons par l’absurde que (Pn)n≥0 est uniformément bornée L1

w → L1
w : il existe C > 0 tel que

∀N ∈ N,∀f ∈ L1
w, ‖Pnf‖L1

w
≤ C ‖f‖L1

w

Soit N ≥ 1. Soit n ≥ N . On considère la fonction K̃n = T0 +
∑n
k=1

(
1− k

n

)
Tk ∈ vect(Tm)m≥0. On remarque

alors que, pour tout θ ∈ [0 , π], K̃n(cos θ) = Kn(θ), où Kn est le noyau de Fejér. Comme nous l’avons vu
précédemment,

‖SNKn‖L1(T) = 2
∥∥∥PNK̃n

∥∥∥
L1
w

≤ 2C
∥∥∥K̃n

∥∥∥
L1
w

= C ‖Kn‖L1(T) = C

En faisant tendre n vers +∞, on déduit que ‖DN‖L1(T) ≤ C. Or limN→+∞ ‖DN‖L1(T) = +∞. D’où la
contradiction.

7 Développement en série de polynômes de Tchebychev de seconde
espèce

Dans cette section, on considère la fonction poids w des polynômes de Tchebychev de seconde espèce : ∀x ∈
(−1, 1), w(x) =

√
1− x2. En outre, on notera simplement Lp l’espace des fonctions intégrables à l’ordre p pour

la mesure de Lebesgue dx sur (−1, 1) et Lpw pour la mesure w dx. En outre, pour tout n ∈ N, on note Sn le
projecteur sur vect(Uk)0≤k≤n :

∀f ∈ vect(Uk)k≥0, Snf =
n∑
k=0

〈Uk , f〉
hk

Uk

où ∀k ∈ N, hk = ‖Tk‖2L2 . On reprend bien sûr les notations de la section 5.4. Comme nous l’avons déjà vu, ce
projecteur s’exprime à l’aide du noyau de Christoffel-Darboux Kn :

∀f ∈ vect(Uk)k≥0,∀x ∈ (−1, 1), Snf(x) =
∫ 1

−1
Kn(x, y)f(y)

√
1− y2 dy

Nous avons aussi vu que vect(Un)n≥0 est dense dans Lpw pour tout p ∈ [1 ,+∞[. Bien sûr, (Un)n≥0 est libre.
On s’intéresse alors à la bornitude uniforme de l’opérateur Sn pour n ∈ N. Pour cela, nous allons passer par
quelques opérateurs intermédiaires.
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7.1 Bornitude de quelques opérateurs
On retrouve le lemme suivant, utilisé dans la preuve finale de Harry Pollard (cf. [5]), ainsi qu’une démonstration
dans [4].

Lemme 5. Soient a, b ∈ ]0 , 1[. La fonction ϕ définie par :

∀t ∈ ]−1 , 1[, ϕ(t) =
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− t2)/(1− s2)

)a − ((1− t2)/(1− s2)
)b

s− t

∣∣∣∣∣ds
est bornée.

Preuve. Pour tout t ∈ ]−1 , 1[, on a, par l’inégalité triangulaire et par parité en s :

|ϕ(t)| =
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− t2)/(1− s2)

)a − ((1− t2)/(1− s2)
)b

s2 − t2

∣∣∣∣∣ |s+ t|ds

≤ 2 |t|
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− t2)/(1− s2)

)a − ((1− t2)/(1− s2)
)b

s2 − t2

∣∣∣∣∣ds
+ 2

∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− t2)/(1− s2)

)a − ((1− t2)/(1− s2)
)b

s2 − t2

∣∣∣∣∣ |s|ds
Par parité en t des deux intégrales, il suffit de montrer que ϕ est bornée sur ]0 , 1[. Ainsi, avec le changement de
variable u = 1− t2, on obtient, pour tout u ∈ ]0 , 1[ :

∣∣ϕ(
√

1− u)
∣∣ ≤ 2

√
1− u

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
(
u/(1− s2)

)a − (u/(1− s2)
)b

s2 − (1− u)

∣∣∣∣∣ds+ 2
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
(
u/(1− s2)

)a − (u/(1− s2)
)b

s2 − (1− u)

∣∣∣∣∣ |s|ds
Puis, en effectuant les changements de variable v = 1− s2, puis v = λu, il vient :

∣∣ϕ(
√

1− u)
∣∣ ≤ √1− u

∫ 1
u

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

+
∫ 1

u

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣dλ
Montrons que chacune de ces deux intégrales est bornée uniformément en u. Dans la suite, on pose c = min(a, b) >
0. Concernant la deuxième intégrale, on a :∫ 1

u

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣dλ ≤ ∫ +∞

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ < +∞

L’intégrale de droite est indépendante de u et converge bien en +∞ car
∣∣∣λ−a−λ−b1−λ

∣∣∣ ∼
+∞

1
λ1+c et en 1 parce que∣∣∣λ−a−λ−b1−λ

∣∣∣ ∼
1
|a− b|. Maintenant, pour la première, on découpe l’intégrale en deux :

√
1− u

∫ 1
u

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

=
√

1− u
∫ 1

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

+
√

1− u
∫ 1

u

1

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

≤
∫ 1

0

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣dλ+
∫ 1

u

1

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

Remarquons tout de même que ces intégrales convergent. La première intégrale de droite est indépendante de u.
Ne reste donc plus qu’à majorer la deuxième indépendamment de u. On peut supposer a ≤ b (l’autre cas étant
symétrique en a et b). On distingue deux cas. Pour λ ≤ 2, en appliquant l’inégalité des accroissements finis à la
fonction x 7→ xa−b sur [1 , λ], on obtient :∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ = λ−a
∣∣∣∣λa−b − 1
λ− 1

∣∣∣∣ ≤ λ−a |a− b| ≤ λ−a 2
λ

= 2λ−a−1

Pour λ ≥ 2, on a : ∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ = λ−a − λ−b

λ− 1 ≤ λ−a

λ− λ
2

= 2λ−a−1

On a donc une majoration de la deuxième intégrale :∫ 1
u

1

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

≤ 2
∫ 1

u

1
λ−c−1 dλ√

1− λu
= 2uc

∫ 1

u

v−c−1 dv√
1− v
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la dernière égalité étant obtenue par le changement de variable v = λu. En découpant l’intégrale de droite en
deux, il vient alors :∫ 1

u

1

∣∣∣∣λ−a − λ−b1− λ

∣∣∣∣ dλ√
1− λu

= 2uc
∫ 1

2

u

v−c−1 dv√
1− v

+ 2uc
∫ 1

1
2

v−c−1 dv√
1− v

≤ 2
√

2uc
∫ 1

2

u

v−c−1 dv + 2
∫ 1

1
2

v−c−1 dv√
1− v

=
√

2
c

(1− (2u)c) + 2
∫ 1

1
2

v−c−1 dv√
1− v

≤
√

2
c

+ 2
∫ 1

1
2

v−c−1 dv√
1− v

On a donc montré que ϕ
(√

1− u
)
est borné indépendamment de u. D’où ϕ est bornée sur ]−1 , 1[.

La proposition suivante, conséquence du lemme précédent, correspond au lemme 7.1 dans [5].

Proposition 19. Soient c ∈ ]−1 , 1[ et p ∈ [1 ,+∞[ tels que c < 1
p < c+ 1. L’opérateur Φ défini par :

∀f ∈ Lp,∀x ∈ ]−1 , 1[, Φf(x) =
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣ f(y) dy

est continu de Lp dans Lp.

Preuve. Soit f ∈ Lp. Soit g ∈ Lp′ telle que ‖g‖Lp′ ≤ 1. On a :

|〈g ,Φf〉| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1
g(x)

∫ 1

−1

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣ f(y) dy dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

∫ 1

−1
g(x)

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣ f(y) dy dx

∣∣∣∣∣
≤
∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(x)|

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣ |f(y)|dy dx

=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(x)|

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣
1
p′ ∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣− 1
pp′

|f(y)|

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣
1
p ∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣ 1
pp′

dy dx

Par l’inégalité de Hölder puis d’après le théorème de Fubini-Tonelli appliqué à la deuxième intégrale du produit
qui apparaît alors, il vient :

|〈g ,Φf〉| ≤
(∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(x)|p

′

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣− 1
p

dy dx
) 1
p′

(∫ 1

−1

∫ 1

−1
|f(y)|p

∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c − 1
x− y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣1− y2

1− x2

∣∣∣∣ 1
p′

dy dx
) 1
p′

=

∫ 1

−1
|g(x)|p

′
∫ 1

−1

∣∣∣∣∣∣
(
(1− x2)/(1− y2)

) 1
p−c −

(
(1− x2)/(1− y2)

) 1
p

y − x

∣∣∣∣∣∣ dy dx

 1
p′

∫ 1

−1
|f(y)|p

∫ 1

−1

∣∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)c+ 1
p′ −

(
(1− y2)/(1− x2)

) 1
p′

x− y

∣∣∣∣∣∣dxdy

 1
p′

Puisque −1 < c < 1 et c < 1
p < c + 1, les deux fonctions de x et y respectivement définies par les intégrales

intérieures vérifient les hypothèses du lemme 5. Elles sont donc bornées respectivement par deux constantes
A > 0 et B > 0. D’où :

|〈g ,Φf〉| ≤ AB ‖g‖Lp′ ‖f‖Lp
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On en déduit :
‖Φ‖Lp ≤ AB ‖f‖Lp

Donc Φf ∈ Lp et Φ est continu de Lp dans Lp, de norme ‖Φ‖Lp ≤ AB.

Pour montrer que la famille des polynômes de Tchebychev de seconde espèce est une base de Schauder de Lp
pour certaines valeurs de p, nous aurons aussi besoin de la bornitude de l’opérateur de Cauchy.

Définition 8. On appelle opérateur de Cauchy l’application définie sur C∞(−1, 1) par :

∀f ∈ C∞(−1, 1),∀x ∈ (−1, 1), Cf(x) =
∫ 1

−1

f(y)
x− y

dy

Pour montrer qu’il est borné, revenons à la transformation de Hilbert sur le cercle, vue en section 6.1. Mais
considérons-la, cette fois, sous une forme intégrale.

Proposition 20. Pour tout f ∈ C∞(−π, π) et pour tout x ∈ (−π, π), on a :

Hf(x) = 1
2π

∫ π

−π
f(y)

(
i cotan x− y2 + 1

)
dy

Preuve. Pour l’instant, notons simplement H l’opérateur défini par l’expression de droite :

∀f ∈ C∞(−π, π),∀x ∈ (−π, π), H(f)(x) = 1
2π

∫ π

−π
f(y)

(
i cotan x− y2 + 1

)
dy

L’intégrale est convergente au sens de la valeur principale, puisque, pour tous f ∈ C∞(R) 2π-périodique et
x ∈ (−π, π), on a, par le changement de variable t = x− y :

H(f)(x) = i

2π

∫ x+π

x−π
f(x− t) cotan t

2 dt+ 1
2π

∫ π

−π
f(y) dy

= i

2π

∫ π

−π
f(x− t) cotan t

2 dt+ 1
2π

∫ π

−π
f(y) dy

= i

2π

∫ π

0
(f(x− t)− f(x+ t)) cotan t

2 dt+ 1
2π

∫ π

−π
f(y) dy

et (f(x− t)− f(x+ t)) cotan
(
t
2
)
∼
t→0

2f ′(x)t. Dans la suite, c’est en ce sens qu’il faudra comprendre les intégrales.
Montrons, par récurrence, que H et H coïncident sur P, ie. en chaque élément du système trigonométrique
(en)n∈Z, par linéarité. D’abord, pour e0, par imparité de la fonction cotan, H(e0) = 1 = He0. Raisonnons à
présent par récurrence. Pour tout x ∈ (−π, π), on a :

H(e1)(x) = 1
2π

∫ π

−π
ei(x−y)

(
i cotan y2 + 1

)
dy = ieix

2π

∫ π

−π
e−iy cotan y2 dy

= ie1(x)
2π

(∫ π

−π

cos y cos y2
sin y

2
dy − i

∫ π

−π

sin y cos y2
sin y

2
dy
)

= ie1(x)
2π

(∫ π

−π
cotan y2 dy − 2

∫ π

−π
cos y2 sin y2 dy − 2i

∫ π

−π
cos2 y

2 dy
)

= e1(x) = He1(x)

Soit n ≥ 2. On suppose que H(en−1) = Hen−1 = en−1. Alors, en utilisant les formules trigonométriques, on
obtient, pour tout x ∈ (−π, π),

H(en)(x) = ieinx

2π

∫ π

−π
e−i(n−1)y

(cos y cos y2
sin y

2
− i

sin y cos y2
sin y

2

)
dy

= ieix

2π

∫ π

−π
ei(n−1)(x−y) cotan y2 dy − ieinx

π

∫ π

−π
e−i(n−1)y cos y2 sin y2 dy

+ einx

π

∫ π

−π
e−i(n−1)y cos2 y

2 dy

= eixH(en−1)(x)− einx

4π

∫ π

−π
e−i(n−2)y dy + einx

4π

∫ π

−π
e−i(n−2)y dy

= eixH(en−1)(x) = Hen(x)

Enfin, pour n < 0, par imparité de la fonction cotan, ∀x ∈ (−π, π), H(en)(x) = −H(e−n)(−x) = −He−n(−x) =
Hen(x). Par unicité du prolongement continu, H et H coïncident sur tout Lp, pour tout p ∈ [1 ,+∞[.
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Enfin, nous sommes en mesure de montrer le résultat suivant sur la bornitude de l’opérateur de Cauchy.

Proposition 21. Pour tout p ∈ ]1 ,+∞[, l’opérateur de Cauchy C est borné Lp → Lp.

Preuve. Soit p ∈ ]1 ,+∞[. On utilise bien sûr la transformation de Hilbert sur le cercle. Pour tous f ∈ C∞c (−1, 1)
et x ∈ (−1, 1),

Cf(x) = 1
2Ψf(x)− iπHf(x) + i

2

∫ 1

−1
f(y) dy (5)

où H est appliqué en le prolongement C∞ de f par 0 en dehors de (−1, 1) à (−π, π) et Ψ est l’opérateur défini
par :

Ψf(x) =
∫ 1

−1
f(y)

(
2

x− y
− cotan x− y2

)
dy

On a déjà montré que H est bornée Lp → Lp. Montrons alors que Ψ l’est. Soit f ∈ C∞c (−1, 1). Soit g ∈ Lp′ telle
que ‖g‖Lp′ ≤ 1. On a :

|〈g ,Ψ(f)〉| =
∣∣∣∣∫ 1

−1
g(x)

∫ 1

−1
f(x)

(
2

x− y
− cotan x− y2

)
dy dx

∣∣∣∣
≤
∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(y)f(x)|

∣∣∣∣ 2
x− y

− cotan x− y2

∣∣∣∣ dy dx

=
∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(y)f(x)|

∣∣∣∣h ((x− y)/2)− h(0)
(x− y)/2− 0

∣∣∣∣ dy dx

où h est la fonction définie par :
∀t ∈ [−1 , 1], h(t) = t cotan t

En effectuant des développements limités, on remarque ainsi que h ∈ C1([−1 , 1]). On en déduit alors, d’après
l’inégalité des accroissements finis, que

|〈g ,Ψf〉| ≤ ‖h′‖L∞
∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(y)f(x)|dy dx

Ensuite, d’après l’inégalité de Hölder puis le théorème de Fubini-Tonelli dans la première intégrale qui apparaît
alors, il vient :

|〈g ,Ψ(f)〉| ≤ ‖h′‖L∞
(∫ 1

−1

∫ 1

−1
|g(y)|p

′
dy dx

) 1
p′
(∫ 1

−1

∫ 1

−1
|f(x)|p dy dx

) 1
p

= 2 ‖h′‖L∞ ‖g‖Lp′ ‖f‖Lp

≤ 2 ‖h′‖L∞ ‖f‖Lp

D’où ‖Ψf‖Lp ≤ 2 ‖h′‖L∞ ‖f‖Lp . Ψ est donc borné Lp → Lp. Finalement, en reprenant (5), on a :

‖Cf(x)‖Lp ≤
1
2 ‖Ψf‖Lp + π ‖Hf‖Lp + 2−

1
p′ ‖f‖L1

≤
(
‖Ψ‖Lp

2 + π ‖H‖Lp
)
‖f‖Lp + ‖f‖Lp

=
(
‖Ψ‖Lp

2 + π ‖H‖Lp + 1
)
‖f‖Lp

D’où l’opérateur de Cauchy C est borné Lp → Lp.

7.2 Les polynômes de Tchebychev de seconde espèce comme base de Lp

Après avoir mis en place tous les outils nécessaires, nous sommes en mesure de prouver le résultat majeur suivant,
dont la preuve reprend principalement celle de Harry Pollard (cf. [5]).

Théorème 5. Soit p ∈ [1 ,+∞]. La famille (Un)n≥0 des polynômes de Tchebychev de seconde espèce est une
base de Schauder de Lpw si et seulement si 3

2 < p < 3.
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Preuve. On suppose que 2 < p < 3. Soit f ∈ C∞c (−1, 1). Soit n ∈ N. Tout d’abord, on découpe le noyau Kn en
trois. D’après la proposition 9, il s’écrit, pour tous θ, ϕ ∈ (0, π) :

Kn(cos θ, cosϕ) = 1
π

Un+1(cos θ)Un(cosϕ)− Un(cos θ)Un+1(cosϕ)
cos θ − cosϕ

= 1
π (cos θ − cosϕ)

(
sin(n+ 2)θ sin(n+ 1)ϕ

sin θ sinϕ − sin(n+ 1)θ sin(n+ 2)ϕ
sin θ sinϕ

)
= 1
π (cos θ − cosϕ)

(
(sin(n+ 1)θ cos θ + sin θ cos(n+ 1)θ) sin(n+ 1)ϕ

sin θ sinϕ

− sin(n+ 1)θ (sin(n+ 1)ϕ cosϕ+ sinϕ cos(n+ 1)ϕ)
sin θ sinϕ

)
On trouve finalement que :

∀x, y ∈ (−1, 1), Kn(x, y) = 1
π
Un(x)Un(y) + 1

π

Tn+1(x)Un(y)
x− y

− 1
π

Un(x)Tn+1(y)
x− y

où (Tm)m≥0 est la famille des polynômes de Tchebychev de première espèce. Soit x ∈ (−1, 1). Alors, on a :

|Snf(x)|
(√

1− x2
) 1
p ≤ 1

π

∣∣∣∣∫ 1

−1
Un(x)Un(y)f(y)

√
1− y2

(√
1− x2

) 1
p dy

∣∣∣∣ (6)

+ |Tn+1(x)|
π

∣∣∣∣∫ 1

−1

Un(y)f(y)
x− y

√
1− y2

(√
1− x2

) 1
p dy

∣∣∣∣ (7)

+ |Un(x)|
π

∣∣∣∣∫ 1

−1

Tn+1(y)f(y)
x− y

√
1− y2

(√
1− x2

) 1
p dy

∣∣∣∣ (8)

Examinons chaque morceau. D’après la forme trigonométrique de Tn+1, on remarque que |Tn+1(x)| ≤ 1. Le
morceau (7) est donc inférieur ou égal à :

1
π

∣∣∣∣∫ 1

−1

Un(y)f(y)
x− y

√
1− y2

(√
1− x2

) 1
p dy

∣∣∣∣ = 1
π

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

Un(y)
(
1− y2) 1

2 + 1
2p f(y)

x− y

(
1− y2

1− x2

)− 1
2p

dy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
π

∫ 1

−1

∣∣∣Un(y)
(
1− y2) 1

2 + 1
2p f(y)

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

)− 1
2p − 1

x− y

∣∣∣∣∣∣dy + 1
π

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

Un(y)
(
1− y2) 1

2 + 1
2p f(y)

x− y
dy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
π

Φ1 |an| (x) + 1
π
Can(x)

où Φ1 est l’opérateur de la proposition 19 pour c = − 1
2p , vérifiant les hypothèses, et an ∈ C

∞
c (−1, 1) la fonction

définie par :
∀t ∈ (−1, 1), an(t) = Un(t)

(
1− t2

) 1
2 + 1

2p f(t)

D’après la forme trigonométrique de Un, on remarque que |Un(x)| ≤
(
1− x2)− 1

2 . Le morceau (8) est donc
inférieur ou égal à :

1
π

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

Tn+1(y)f(y)
x− y

√
1− y2

1− x2

(√
1− x2

) 1
p dy

∣∣∣∣∣ = 1
π

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

Tn+1(y)
(
1− y2) 1

2p f(y)
x− y

(
1− y2

1− x2

) 1
2−

1
2p

dy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
π

∫ 1

−1

∣∣∣Tn+1(y)
(
1− y2) 1

2p f(y)
∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(
(1− y2)/(1− x2)

) 1
2−

1
2p − 1

x− y

∣∣∣∣∣∣dy + 1
π

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

−1

Tn+1(y)
(
1− y2) 1

2p f(y)
x− y

dy

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
π

Φ2 |bn| (x) + 1
π
Cbn(x)

où Φ2 est l’opérateur de la proposition 19 pour c = 1
2 −

1
2p , vérifiant les hypothèses, et bn ∈ C

∞
c (−1, 1) la fonction

définie par : ∀t ∈ (−1, 1), bn(t) = Tn+1(t)
(
1− t2

) 1
2p f(t). Notons hn(x) le morceau 6. Alors :

‖Snf‖Lpw ≤ ‖hn‖Lp + 1
π
‖Φ1 |an|‖Lp + 1

π
‖Can‖Lp + 1

π
‖Φ2 |bn|‖Lp + 1

π
‖Cbn‖Lp

≤ ‖hn‖Lp + 1
π
‖Φ1‖Lp ‖an‖Lp + 1

π
‖C‖Lp ‖an‖Lp + 1

π
‖Φ2‖Lp ‖bn‖Lp + 1

π
‖C‖Lp ‖bn‖Lp
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Or, pour an, on a :

‖an‖pLp =
∫ 1

−1

∣∣∣Un(x)(1− x2)
1
2 + 1

2p f(x)
∣∣∣p dx ≤

∫ 1

−1
|f(x)|p

√
1− x2 dx = ‖f‖pLpw

et, pour bn :

‖bn‖pLp =
∫ 1

−1

∣∣∣Tn+1(x)(1− x2)
1

2p f(x)
∣∣∣p dx ≤

∫ 1

−1
|f(x)|p

√
1− x2 dx = ‖f‖pLpw

Maintenant, majorons ‖hn‖Lp . Soit g ∈ Lp
′ telle que ‖g‖Lp′ ≤ 1. Alors :

|〈g , hn〉| =
1
π

∣∣∣∣∫ 1

−1
g(x)Un(x)(1− x2)

1
2p dx

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ 1

−1
Un(y)(1− y2)

1
2p′ f(y)

(
1− y2) 1

p dy
∣∣∣∣

≤ 1
π

∥∥∥gUnw 1
p

∥∥∥
L1

∥∥∥Unw 1
p′ fw

1
p

∥∥∥
L1
≤ 1
π
‖g‖Lp′

∥∥∥Unw 1
p

∥∥∥
Lp

∥∥∥Unw 1
p′
∥∥∥
Lp′
‖f‖Lpw

= 1
π
‖Un‖Lpw ‖Un‖Lp′w ‖f‖Lpw

D’où ‖hn‖Lp ≤
1
π ‖Un‖Lpw ‖Un‖Lp′w ‖f‖Lpw . Finalement, on a :

‖Snf‖Lpw ≤
1
π

(
‖Un‖Lpw ‖Un‖Lp′w + ‖Φ1‖Lp + ‖Φ2‖Lp + 2 ‖C‖Lp

)
‖f‖Lpw

Reste à majorer ‖Un‖Lpw ‖Un‖Lp′w indépendamment de n. Par le changement de variable x = cos θ, puis par une
inégalité de convexité, on obtient :

‖Un‖pLpw =
∫ π

0

|sin(n+ 1)θ|p

|sin θ|p−2 dθ ≤ 2
(π

2

)p−2 ∫ π
2

0

1
θp−2 dθ = π

3− p

De manière analogue, sachant que p′ < 2, on trouve que :

‖Un‖p
′

Lp
′
w

≤
∫ π

0
θ2−p′ dθ = π3−p′

3− p′

Il vient alors enfin :

‖Snf‖Lpw ≤
1
π

(
π

2
p′

(3− p)
1
p (3− p′)

1
p′

+ ‖Φ1‖Lp + ‖Φ2‖Lp + 2 ‖C‖Lp

)
‖f‖Lpw

D’où la famille d’opérateurs (Sn)n≥0 est uniformément bornée Lpw → Lpw. Donc, d’après le corollaire 2, (Sn)n≥0
est uniformément majorée Lp → Lp pour tout p ∈ ] 3

2 , 3[. Montrons que ce n’est pas le cas pour p = 3. Soit
n ∈ N∗. On a :

‖Sn − Sn−1‖L3
w

= sup
{
‖Snf − Sn−1f‖L3

w
, f ∈ L3

w, ‖f‖L3
w
≤ 1
}

= 2
π
‖Un‖L3

w
sup

{
|〈Un , f〉| , f ∈ L3

w, ‖f‖L3
w
≤ 1
}

= 2
π
‖Un‖L3

w
‖Un‖

L
3
2
w

Or, par une minoration puis le changement de variable ϕ = (n+ 1)θ,

‖Un‖
3
2

L
3
3
w

=
∫ π

0
|sin(n+ 1)θ|

3
2 |sin θ|

1
2 dθ ≥ 2

√
2
π

∫ π
2

0
|sin(n+ 1)θ|

3
2 θ

1
2 dθ

= 2
(n+ 1) 3

2

√
2
π

∫ (n+1)π2

0
|sinϕ|

3
2 ϕ

1
2 dϕ ≥ 1

(n+ 1) 3
2

n∑
k=0

√
k

∫ (k+1)π2

k π2

|sinϕ|
3
2 dϕ

≥ π

5
1

n+ 1

n∑
k=0

√
k

n+ 1

et 1
n+1

∑n
k=0

√
k

n+1 −−−−−→n→+∞

∫ 1
0
√
xdx = 2

3 . En outre, d’une manière analogue, on trouve que

‖Un‖3L3
w

=
∫ π

0

|sin(n+ 1)θ|3

|sin θ| dθ

≥
∫ (n+1)π

0

|sinϕ|
ϕ

dθ = 1
π

n∑
k=0

1
k + 1

∫ (k+1)π

kπ

|sinϕ|dθ =
(

1
π

∫ π

0
|sinϕ|dθ

) n+1∑
k=1

1
k
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alors que
n+1∑
k=1

1
k
−−−−−→
n→+∞

+∞

D’où (Sn −Sn−1)n≥1 n’est pas uniformément bornée. Donc (Sn)n≥0 non plus. On en déduit, d’après le corollaire
2, que (Sn)n≥0 est uniformément bornée Lpw → Lpw si et seulement si 3

2 < p < 3. De plus, on sait que (Un)n≥0
est totale dans Lpw. C’est donc une base de Schauder de Lpw si et seulement si 3

2 < p < 3.
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