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Introduction

En 1946, Emil Post présente le probléme de correspondance de Post, dans A wvariant of a recursively
unsolvable problem. Etant donné un ensemble de dominos sur lesquels sont inscrits deux suites de
symboles, I'une en haut et ’autre en bas du domino, le probléme de correspondance consiste a
chercher une combinaison de dominos telle que 'on ait la méme suite de symboles en haut et en
bas, chaque domino pouvant étre utilisé plusieurs fois. Par exemple,

corr || es P onda || nce
C or respond an ce

est une solution. Cependant, il n’y a pas toujours de solution pour un ensemble de dominos donné.
On peut alors s’interroger sur ’existence d’'une méthode systématique, pour savoir si un ensemble
de dominos donné admet une solution. La thése de Church-Turing donne un formalisme de la notion
de méthode effective de calcul. Selon elle, tout ce qui peut étre calculé par une machine de Turing
peut étre calculé effectivement (par exemple, par un ordinateur), et vice-versa. Elle nous permet
d’utiliser la machine de Turing afin de montrer qu’il n’existe pas d’algorithme permettant de savoir
si le probléme de correspondance admet une solution. Pour cela, on commence par formaliser la
notion de probléme. Dans un deuxiéme temps, on introduit la machine de Turing et la notion de
décidabilité. Tous ces outils nous permettent enfin d’appréhender 'indécidabilité du probléme de
correspondance de Post.

1 La notion de probléme

Définition Un probléme de décision est par définition la donnée d’un ensemble F, appelé ensemble
des instances, et d’une partie P de F, appelée ensemble des instances positives.

Définition Soit ¥ un alphabet. Soit (E, P) un probléme de décision. Un codage associé au pro-
bléme (F, P) est par définition une fonction injective de E dans ¥*. Pour tout « € E, on note (x)
un codage de l'instance x.

Définition Soit ¥ un alphabet. Soit (E, P) un probléme de décision. Le langage associé au pro-
bleme (E, P) est par définition ensemble L, = {(z),z € P}.

2 La machine de Turing

2.1 Deéfinitions

Définition Une machine de Turing M est par définition un septuplet (Q, %, T, E, qo, F, #) ou :
- () est un ensemble fini, appelé ’ensemble des états.

- X est un alphabet ne contenant pas #, appelé 'alphabet d’entrée.

- I' est un alphabet, appelé I'alphabet de bande, tel que # € I''et ¥ C T.

- E est une partie de Q@ x I' x Q@ x I" x {«,>}, appelée 'ensemble des transitions.

- qo € @ est I’étal initial de la machine.

- F est une partie de @, appelée ’ensemble des états finaux.

- # est le symbole blanc.

Notation On note p,a — ¢, b,z toute transition (p,a,q,b,z) € E.



On modélise une machine de Turing par une partie de contréle, qui contient les états et les transi-
tions possibles, et une bande infinie & droite sur laquelle se déplace une téte de lecture. A chaque
étape, la machine, qui se trouve dans un état p € @, lit le symbole a € T' écrit sur la bande, sous
la téte de lecture, passe dans un état ¢ € @, puis remplace a par un symbole b € T', et déplace la
téte de lecture vers la droite ou vers la gauche sur la bande, selon les transitions p,a — ¢, b,> ou
p,a — q,b,< de E. Au début, la machine se trouve dans I’état initial qg, la téte de lecture est sur
la premiére case de la bande, et un mot de ¥* est inscrit sur la bande, les restantes étant remplies
du symbole blanc #. On représente une machine de Turing par un graphe, comme dans l’exemple
suivant.

partie de controle

#l1# \Ala|lAlAlalAla|Ala Al a|A|a|# | #|#|#|#|#

tete de lecture

Exemple On considére la machine de Turing M = (Q, X, T, E, qo, F, #) ot :
-Q=1{0,1,2,3,4,5},

-Y¥= {a}v

-T'= {a’7 Aa #}a

- E = {(07 A7 07 A7 D)? (07 a7 17 #7 D)? (17 A7 17 A7 [>)7 (17 a7 27 a7 D)? (17 #7 57 #7[>)7 (27 A7 27 A7 [>)7

(27 a,3, A, D)v (27 #,4, #7<])7 (37 A3, A, D), (37 a, 2, a7[>)7 (47 A4 A, D)7 ( ,a,4, a7D)7 (47 #,0, #7[>)}a
-qdo = 07

_F={5}.

On la représente de la maniére suivante :



Cette machine de Turing accepte le langage constitué des mots sur l'alphabet ¥ = {a} dont la
longueur est une puissance de 2. La téte de lecture parcourt la bande vers la droite en diminuant
le nombre de a de moitié, le premier rencontré étant remplacé par un symbole blanc #, et un a sur
deux par A. S’il y a un nombre impair de a, alors la machine bloque dans ’état 3 en arrivant au
bout du mot. On répéte 'opération jusqu’a ce qu’il n’y ait plus qu'un a sur la bande, auquel cas le
mot est accepté.

Soit M = (@Q,%,T', E, qo, F, #) une machine de Turing.

Définition Une configuration de la machine de Turing M a un instant donné est par définition un
triplet (g, u, k) ou q est I'état de M & cet instant, u le contenu de la bande et k la position de la
téte de lecture, et on note uqv, ot u est le contenu de la bande strictement a gauche de la téte de
lecture et v le contenu de la bande a droite de la téte de lecture, une telle configuration.

Définitions

e Une étape de calcul est par définition un couple (C, C”") de configurations, noté C' — C’, tel qu'il
existe une transition faisant passer la machine de Turing M de la configuration C' a la configuration
.

e Une configuration C' est dite acceptante s'il existe (u,v) € (I'*)? et ¢ € F tels que C' = uqu.

e Une configuration C' est dite bloquante si la machine de Turing M n’admet aucune étape de
calcul de configuration initiale C' et la configuration C n’est pas acceptante.

e Un calcul de la machine de Turing M est par définition une suite de configurations successives
Co—Ci—..—C, (Ofl re N*)

Définition Soit w € ¥*. On dit que le mot w est accepté par la machine de Turing M si M admet
(au moins) un calcul de configuration initiale gow et de configuration finale acceptante. On note
L(M) Tensemble des mots acceptés par M.

2.2 Normalisation

Proposition 2.2.1 Pour toute machine de Turing M, il existe une machine de Turing M’ telle
que :

_L(M') = L(M).



- Pour un mot donné, M’ bloque si et seulement si M bloque.
- Il existe deux états g_ et ¢4 tels que M’ ne bloque qu’en g_ et n’accepte qu'en ¢ .

Preuve Soit M = (Q,%,T, E, qo, F, #) une machine de Turing. Afin de prouver cette proposition,
nous devons tout d’abord identifier les différentes raisons pour lesquelles la machine M peut s’ar-
réter, i.e. bloquer ou accepter. La machine M bloque si et seulement si elle rencontre une des deux
situations suivantes :

- M est dans une configuration telle qu’il n’existe aucune transition dans E qui permette de passer
dans une autre configuration.

- M est dans une configuration telle que la téte de lecture est sur la premiére case de la bande et
il n’existe aucune transition compatible dans E qui déplace la téte de lecture vers la droite.

Elle accepte si et seulement si elle est dans une configuration acceptante.

Construisons alors la machine de Turing M’ & partir de M. On ajoute tout d’abord deux états :
q— et q4.

e Pour tout état p € Q et pour toute lettre a € I' tels qu’il n’existe pas de transition dans E de
la forme p,a — ¢, b, x, on ajoute la transition p,a — ¢_, a,>. Ensuite, afin de détecter si la téte de
lecture est sur la premiére case de la bande, on ajoute :

- deux états g, et ¢} tels que q{ est I’état initial de M/,

- la lettre a pour toute lettre a € T,

- la transition ¢}, a — ¢, a,> pour toute lettre a € T,

- la transition ¢}, a — qo, a, < pour toute lettre a € T.

- la transition p,a — ¢, b,> pour toute transition p,a — ¢,b,> € FE.

Ceci nous permet alors de remplacer toute transition p,a — ¢, b, < par la transition p,a — q_, b,>.
Ainsi toute configuration bloquante de M’ a pour état ¢_.

e On remplace toute transition p,a — ¢, b,> € E telle que ¢ € F, par les transitions p,a — ¢4, b,> et
p,a,— q+,b,>. Et, on remplace toute transition p,a — q,b,< € E telle que ¢ € F, par la transition
p,a — q+,b,<. En outre, on retire tous les états finaux de M ainsi que toutes les transitions qui
partent de ces états. Ainsi, g1 est 'unique état final de M.

Finalement, par construction, la machine de Turing M’ vérifie les propriétés suivantes :
- L(M’) = L(M).

- Pour un mot donné, M’ bloque si et seulement si M bloque.

- Il existe deux états g_ et ¢4 tels que M’ ne bloque qu’en g_ et n’accepte qu'en ¢ .

Exemple L’automate de I'exemple 2.1.1 normalisé est :



BisRia

3 Décidabilité
3.1 Langages décidables

Définition Soit L un langage. Le langage L est par définition décidable s’il existe une machine de
Turing M sans calcul infini telle que L(M) = L. Dans ce cas, on dit que la machine M décide le
langage L.

Définition Pour toute machine de Turing M et pour tout mot w, on note (M, w) un codage du
couple (M, w). Le langage d’acceptation est par définition le langage

Le = {{M,w) /w e L(M)}.
Proposition 3.1.1 Le langage d’acceptation L¢ est indécidable.

Preuve On suppose par 'absurde que le langage L¢ est décidable. Il existe donc une machine de
Turing M sans calcul infini, qui décide le langage L. On considére la machine de Turing Q définie,
pour toute machine de Turing A, par :

si M accepte (A, (A))
alors Q rejette

si M rejette (A, (A))



alors Q accepte

Appliquons la machine Q a lentrée (Q).

e Si Q accepte (Q), alors M rejette (Q,(Q)) (par définition de Q), donc (Q,(Q)) ¢ Le, soit Q
rejette (Q).

e Si Q rejette (Q), alors M accepte (9, (Q)) (par définition de Q), donc (9, (Q)) € L¢, soit Q
accepte (Q).

Dans les deux cas on obtient une contradiction. Donc L¢ n’est pas décidable.

3.2 Décidabilité d’un probléme

Définition Un probléme de décision P est par définition décidable si son langage Lp associé est
décidable.

Définition Soient X et I' des alphabets. Soit f une fonction de ¥* dans I'*. On dit que la fonction
f est calculable s’il existe une machine de Turing qui, pour toute entrée w € ¥*, s’arréte avec
f(w) € T'* sur sa bande.

Définition Soient A et B deux problémes de décisions.

e Soient ¥ 4 et X des alphabets. Soient L 4 un langage sur ’alphabet ¥ 4 décrivant le probléme A,
et Lp un langage sur I’alphabet ¥ décrivant le probléme B. On appelle réduction de A & B toute
fonction f de ¥ dans ¥% calculable telle que, pour tout w € %, w € Ly < f(w) € Lp.

e On dit que A se réduit a B, et on note A <,,, B, §’il existe une réduction de A 4 B.

Proposition 3.2.1 Soient A et B deux problémes de décision. Si A <,,, B et B est décidable, alors
A est décidable.

Preuve Soient A et B deux problémes de décision. On suppose que A <,,, B et que B est décidable.
Soient Y4 et X p des alphabets. Soient L4 un langage sur I’'alphabet 34 décrivant le probléme A,
et Lp un langage sur ’alphabet ¥ 5 décrivant le probleme B.

e Comme A <,, B, il existe une fonction calculable f de X% dans X7} telle que Vw € ¥%,w € Ly &
f(w) € Lp. 1l existe donc une machine de Turing M qui, pour toute entrée w € X%, s’arréte avec
f(w) sur sa bande.

e Comme B est décidable, il existe une machine de Turing M’ qui décide Lg, i.e. L(M’) = L.

On considére la machine M” qui, pour tout mot w € X%, exécute la machine M sur w, puis lance
la machine M’ sur la sortie f(w). Alors, pour tout mots w € £, M" accepte w si et seulement si
M’ accepte f(w), i.e. si et seulement si f(w) € Lp, soit si et seulement si w € L4. Donc la machine

de Turing M" décide le langage L 4. D’oul le probléme de décision A est décidable.

Corollaire 3.2.1 Soient A et B deux problémes de décision. Si A <,,, B et A est indécidable, alors
B est indécidable.

Preuve Contraposée de la proposition 3.2.1.



4 Probléme de correspondance de Post

Définition Soit A un alphabet. Le probléme de correspondance de Post, noté PCP, est le probléme
de décision défini de la maniére suivante :

e Une instance est la donnée d’un entier naturel nul non n et d’une famille ((u;,v;))1<i<n de couples
de mots sur 'alphabet A, que 'on peut représenter par des dominos :

Uy || U2 Unp—1 || Un
U1 V2 Un—1 Un

e Une instance donnée par ((u;,v;))1<i<n 0l n € N* est par définition positive s’il existe m € N*
et un m-uplet (i1, iz, ..., i, ) d’entiers compris entre 1 et n tels que u;, w4, ...u;,, = Vi, Vi,...0;, , 1.€. le
mot formé en haut est égal au mot formé en bas :

m

Ujy || Wig Uiy 1 || Wi
Viy || Vig Vi1 || Vi

m

m

Théoréme Sur un alphabet d’une lettre, le probléme de décision PCP est décidable.

Preuve On considére le probléme de décision PCP sur Palphabet A = {a}. On raisonne alors sur
la longueur des mots, i.e. le nombre de a qui constituent un mot. On remarque qu’une instance de
ce probléme admet une solution si et seulement s’il existe un domino qui posséde autant de a en
haut qu’en bas, ou il existe un domino qui a strictement plus de a en haut qu’en bas et un domino
qui a strictement plus de a en bas qu’en haut. On code les dominos qui composent une instance
de ce probléme de la maniére suivante, sur ’alphabet > = {0,1,$, f} : les a du mot en haut d’un
domino sont représentés par des 1, ceux du mot en bas, par des 0, enfin, les dominos sont séparés
par le symbole $ et la lettre f indique la fin du codage de I'instance sur la machine de Turing que

nous allons construire.

On considére la machine de Turing M définie par :

Par exemple, 'instance donnée par

est codée par le mot $110$1$10$08 f.



Dans un premier temps, elle parcourt les dominos de gauche & droite, et pour chacun d’eux, retire
autant de 0 que de 1 (en les remplagant par le symbole blanc #), tant que cela est possible. Ensuite,
quand elle arrive a la fin (signalée par la lettre f), elle retourne vers la gauche, en recherchant un
facteur entre deux $ qui ne contient que des symboles blancs #, ou deux facteurs qui contiennent
respectivement (au moins) un 1 et un 0. La machine ainsi considérée est sans calcul infini et ac-
cepte les mots qui codent une instance positive du probléme. D’otu le probléme de décision PCP sur
Palphabet A = {a} est décidable.

Définition Soit A un alphabet. Le probléme de correspondance de Post modifié, noté PCPM, est
le probléme de décision défini de la maniére suivante :

e Une instance est la donnée d’un entier naturel nul non n et d’une famille ((u;,v;))1<i<n de couples
de mots sur I'alphabet A.

e Une instance donnée par ((u;,v;))1<i<n 00 n € N* est par définition positive s’il existe m € N*
et un m-uplet (iz, ..., %,,) d’entiers compris entre 1 et n tels que uju;,...u;,, = V10;y...0;,, -

Théoréme Le probléme de décision PCPM est indécidable.

Preuve On construit tout d’abord une réduction f de Pc & PCPM. Soit (M, w) une instance de
P-. On peut supposer, d’aprés la proposition 2.2.1, que la machine M est normalisée. On note alors
M= (Q,%,T,E, q,{q+},#). A cette instance de Pz on associe l'instance de PCPM donnée par
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les couples suivants :
- (3%, $8qow$),

a,a) pour tout a € T,

$,%),

$, #3),

pa, bg) pour toute transition p,a — ¢,b,> € E,

epa, qeb) pour toute transition p,a — q,b,< € E et pour toute lettre c € T,

aq+,q+) et (g+a,q4) pour tout a € T,
(q+$7 )a

que 'on peut représenter par les dominos :

$$ $11'$ ||pal||lcpallagqs ||qrallqs$
$3qows $||#8 || ba||acb|| g+ || g+

On note V I'ensemble de ces couples. En outre, on impose que le premier couple de toute solution

soit (3%, $$gow$).

- (
- (
- (
- (
- (
- (

La fonction f ainsi définie est calculable.

e On va ici montrer que si (M, w) est une instance positive de P, alors 'instance de PCPM définie
précédemment admet une solution, i.e. est positive. On suppose que M accepte le mot w : il existe
alors un calcul qow = Cy — C; — ... —» C, = uqgyv acceptant le mot w. On cherche alors a
construire une solution de l'instance de PCPM considérée.

Avec les couples de V et Popération ® sur les couples de mots sur I'alphabet T" U {$} définie par
V(a,b,c,d) € (T U{$})*)?*, (a,b) ® (c,d) = (ac,bd), on peut construire, pour tout i € {0,...,n — 1},
le couple de mots (C;, Cit1), i.e. le domino :

&
CiJrl

L’instance de PCPM considérée permet alors d’écrire ($$Co$C1$...8C,—18, $$Cx$C1$...8C,,$), ce
que 'on peut représenter par le domino :

$$Co$C18...8C, 15
$$C0$C18...8C, 8

Afin de continuer la construction de cette solution de 'instance de PCPM, il est nécessaire de placer
C,, en haut avec les couples disponibles. Pour cela, les couples de la forme (gta,g+) et (agt,q+),
i.e. les dominos

q+a aq+
et
q+ q+

nous permettent de remplacer C,,, étape par étape, par ¢ seul. ce qui nous permet alors d’obtenir
une juxtaposition de dominos de la forme

$3C$C1$...8C, 1% || ugiv || $ $1| ugy ||$ $1lagy||$
$8C$C1$..8C,8 ||ugrv [|8] 7|8 |war |18 S| q ||S][
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Enfin, on ajoute le couple (¢48$, €). On obtient ainsi une solution de 'instance de PCPM considérée.
On a donc prouvé que I'image de toute instance positive de Pc par la fonction f définie au début
de la preuve est une instance positive de PCPM.

e Inversement, on suppose que 'instance de PCPM considérée admet une solution. Un telle solution
commence nécessairement par le domino

$$
$S$qow$ |

Ensuite, pour écrire une configuration non finale C' en haut entre deux symboles $, les couples
disponibles imposent d’écrire une configuration C’ qui lui succéde en bas entre deux symboles $.
Toute solution est donc de la forme

$$ Co$ C:$
$$qow$ Cl$ Ci+1$

Ainsi, toute solution étant de longueur finie, elle contient nécessairement une configuration finale.
On en déduit un calcul acceptant le mot w. On a ainsi prouvé que, si cette instance de PCPM
admet une solution, alors elle est 'image par la fonction f d’une instance positive de Pc.

Ainsi, on a prouvé : Pc <,, PCPM. Or, d’aprés la proposition 3.1.1, le langage d’acceptation L¢
est indécidable, le probléme de décision Pc est donc indécidable. D’otw1, d’aprés le corollaire 3.2.1,
le probléme de décision PCPM est indécidable.

Exemple On illustre la construction d’une instance de PCPM & partir d’une instance de Pc. On
considére le mot w = aaba sur alphabet {a, b} et la machine de Turing normalisée M définie par :

Cette machine de Turing accepte le langage constitué des mots sur ’alphabet a,b qui comportent
un nombre impair de a.

Au couple (M, w) on associe l'instance de PCPM donnée par :
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$$ #LU$| | $ | |@wa| |a1b]| [qb| | @# | |aqia| |bgia| |#qa
$$qoaaba$ #1|8| |#S$| |bai| |bar| |bgo| |#q—| |q0ab| | qobb| |qo#b

aqi# | | ba# | | #a# | aqr | |bgs | | Far | [ara| |a+b) | #| 1448
qra#t | | qeb# | (g H#H | | 9+ q+ q+ q+ q+ q+

Un calcul de M acceptant le mot w = aaba est :
qgoaaba — bgiaba — gobbba — bgobba — bbgoba — bbbgoa — bbbbq1# — bbbq b#.

Une solution de 'instance de PCPM considérée correspondant & ce calcul est :

$$ qalalblal$| |bgralblal$| |qgblo|blal$| [b|gb|blal|$| |b]b|qgb|al$
$8qoaaba$ | |bqr [a|blal|$| |qobb|bla|$| [bgo|b|bla|$| |b]|bgo|b|al|$| |0]b|bgo|a]$
[olo]aoal s | [0]0]0]0g [s] [o]o]o]qnl#]s] [o]o]o]q2]s] [6]6]oq, [3
b|o|o|bg | 28] [o]0]0]qo2|s| [o]o]o]q [#]3] |6]0]0] ¢ || [o]6] ¢ |3
blbgr || |bg+ || |a4+8
bla+ |8 | g+ |8 '

Théoréme PCP est indécidable.

Preuve On construit tout d’abord une réduction f de PCPM a PCP. Soit une instance de PCPM
sur un alphabet ¥ donnée par : ((u;, v;)1<i<m) o0t m € N*. Pour tout ¢ € {1,...,m}, on note :
Ui = Qi1Qi2.--Qjjy,) €6 v; = bilbig...bilvi‘. A cette instance on associe I'instance de PCP suivante :
Pour tout k € {1,...,2m + 1},

$ak1$ak2...$ak‘uk| sil S k S m
u;C = $a(k,m)1$a(k,m)2...a(k,m)‘ukim‘$ sim+1<k<2m
a11$a12...$a1|ul‘ sik=2m+1
bk1$bk2$---bk|vk|$ sil<k<m
U;g = b(k,m)1$b(k,m)2$...b(k,m)‘vk7m|$ sim+1<k<2m
$b11$b12...$b1|v1|$ sik=2m +1

La fonction ainsi construite est calculable. Montrons : Vw € ¥*,w € Lpcpm < f(w) € Lpcp.

e On suppose que l'on a une instance positive de PCPM. Soit 1,19, ...,4, une solution. Alors

/ /

u o !

ro 0 ! /
.U u indm 1}2m+1’012 13...vin71vin+m.

U Uy Ujg .. Ug dg Wig - Wy

= V1V Vi 05, . On a donc ugy,,  u

2m + 1,1a,12, ..., in—1,%n + m est donc une solution de l'instance de PCP ((u},,v},))1<k<2m+1, qui
est ainsi positive. On a donc prouvé que pour tout w € ¥*, si w € Lpcpwm, alors f(w) € Lpcp.

e On suppose a présent que l'instance de PCPM ((u;,v;))1<i<m est telle que 'instance de PCP
associée ((ul,, v},))1<k<2m+1 Soit positive. Montrons que la premiére est positive. Soit k1, ko, ..., ky,
une solution. Comme tous les v} pour i € {1, ...,2m + 1} commencent par le symbole $, on a néces-
sairement : k1 = 2m+ 1. Ainsi, en retirant tous les symboles $, on obtient une solution de I'instance
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de PCPM. On a ainsi prouvé que pour tout w € ¥*, si f(w) € Lpcp, alors w € Lpcpm

D’ou PCPM <,,, PCP. Or PCPM est indécidable. Donc, d’aprés le corollaire 3.2.1, PCP est indé-
cidable.

Conclusion

On ainsi démontré que le probléme de correspondance de Post est indécidable pour un alphabet de
cardinal supérieur ou égal & deux. Cela signifie qu’il n’existe pas de Machine de Turing sans calcul
infini qui dit si une instance donnée du probléme de correspondance de Post admet une solution.
En admettant que la machine de Turing formalise correctement la notion intuitive d’algorithme, on
a prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme calculant ’existence d’une solution.
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