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1 Motivation

L’homogénisation des équations aux dérivées partielles joue un role essentiel en physique. Les matériaux
composites rendent trés complexe, par exemple, I'étude de la propagation de la chaleur, notamment & cause de
grandes variations de la composition du matériau au niveau microscopique. La conductivité thermique dépend
ainsi de la position dans le matériau, périodiquement dans le cas qui nous intéresse ici. La résolution de I’équation
de la chaleur est délicate dans ce cas. Cependant, la théorie de ’homogénéisation permet de se ramener a
une équation plus simple, modélisant la conduction thermique dans un matériau équivalent, de conductivité
thermique constante.

2 Notions et résultats préliminaires

2.1 Espaces de Sobolev
Soient a < b € R. On note Q =a, b].

Définition 1. On appelle espace de Sobolev H' () Uensemble H'(Q) = {f € L*(Q) | f' € L*(Q)}, que l'on
munit du produit scalaire (.,.)gr défini par :

Vfag € HI(Q)a <fag>H1 = <fvg>L2 + <flvg/>L2

La norme associée ||.| g2 est alors donnée par :

Ve HY Q) Ifl7n = 1£172 + I1F117-
En outre, on note H}(Q) = {f € H'(Q) | f(a) = f(b) = 0}.

Théoréme 1. Soit u € H*(Q). Alors u admet un représentant continu, ie. il existe i € C°(Q) telle que u = @
presque partout sur €). De plus

v,y € O, a(x) — aly) = / o () dt

Pour démontrer ce théoreme on énonce le lemme suivant.

Lemme 1. Soient g € L*(Q) et yo € Q fivé. Pour tout x € §2, on pose :

v(z) = /xg(t) dt

Yo

Alors v € C(Q) et Vp € 9(9)7/

vy = —/ g, autrement dit v' = g au sens des distributions.
Q Q

Preuve. Montrons d’abord que v est une fonction continue. Soit (z,)nen € ON. On note z, = hr—? T
n—-+oo

On consideére la suite (I,)nen définie par :

vneN, I, z/ ng(t)dt
Y

0

On a:
e VneN,I, = / 9() Ly 2, At
Q

e gljy, ., converge simplement vers gl ;.
o Yt €Q,|g(t) L}y ()] < lg(t)] et g € L1 (Q).
Donc d’apres le théoréme de convergence dominée :

I —— | g)dt

n—-+oo

On en déduit que v est continue sur 2.

Soit maintenant ¢ € D(2). Montrons que / vy = —/ geo.
Q Q



Awwﬂmm—//30<>wm
/ / dtdx—l—// z)dtdx
/yﬂ/yo dtdx—|—/ / x)dtdx

= —/ g(t)/ '(z)dz dt+/ ()/ "(z)dzdt d’aprés le théoréme de Fubini
a a Yo Yo

Yo b
:—/’mmwmmw+/gmwumw

Yo

Yo b
= —/ g(t)p(t) dt — / g(t)p(t)dt car @ est & support compact

Yo

:—/gwwww
Q

Preuve. Montrons le théoréme [1| Soient u € H(Q) et xp € 2. On considére la fonction U définie sur € par :

x

o € Q,U(x) :/ () dt

0

Elle est est continue d’aprés le lemme précédent. De plus on a U’ = u/, ie. (u—U)’ = 0. Alors U — u est constante
sur Q : U —u = A, ou A € R. Ainsi, posant & = U — A, % est continue sur {2 et & = u. De plus, pour tout

(z,y) € Q,

a(x)—ﬂ(y):U(x)—U(y):/zu’(t)dt—/:u'(t)dt:/:u’(t)dt—i—/mo u’(t)dt:/zu’(t)dt

xo 0 Zo Yy Yy

Théoréme 2. (Inégalité de Poincaré) Pour tout u € HE(Q),
lullL> < (b= a)llu'|| >
Preuve. Soit u € H} (). Alors, pour tout € 2, on a :
lu(z)] = u(z) — u(a)|
= ‘ / dx d’apres le théoréme

glwmmm

<Vb—alu'||z dapres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

On a donc, en intégrant :

b 1
e < VBl 1) = 0 e

a

2.2 Convergence faible dans L? et théoréme de Lax-Milgram

Proposition 1. Soient Q un ouvert de R, (fn)nen une suite de L*(Q) et f € L?(Q). Si f,, — f dans D'(Q) et
(fn)nen est bornée dans L*(Q), alors f, — f faiblement dans L?(Q).

Preuve. On suppose que f,, — f dans D’(Q) et que (fn,)nen est bornée dans L?(Q) par M < 0:Vn € N, || fu]/zz <
M. Soient g € L%(2) et € > 0. Par densité de C$°(£2) dans LQ(Q)7 il existe g € C§°(R2) telle que

lg —gllzz <
||f||

Comme f, — f dans D’(Q), il existe N € N tel que

} /Q(f”(”” — f(2))g(z)dz| < %



Pour tout n > N, on a alors :

| [ uta) = faata) da] < | [ (1) = f@)atw) da] + | [ (£u(o) = F)0(0) - 3(0)) o

< ’ /(fn(z) — f(2)g(x) d:z:‘ + | fn — flizzllg — dllzz  par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
Q
5 €
<5+ M+ 2)
<e
Théoréme 3. (Laz-Milgram) Soient (H,{.,.),|.||) un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue et

coercive sur H et L une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique x € H tel que pour tout y € H,
a(z,y) = L(y).

3 Homogénéisation dans le cas unidimentionnel

3.1 Cadre du probléeme Théoréme de convergence des solutions

On s’intéresse a la famille d’équations :

_%(Ka(m)%)+)\ung, pour 0<z<1 (1)

ou :

-£>0,A>0, f est une fonction continue sur [0, 1],

-Ve>0,Vr € R, K (z) = K(Z), ol la fonction K est continue et T-périodique sur R,
-Vz € R, K(x) > K, ol kK > 0 est une constante.

Le théoréeme suivant donne la convergence de la solution quand € — 0.

Théoréme 4. Quand € — 0, la solution u. de avec les conditions aux limites converge uniformément
sur [0,1] vers la solution u du probléme homogénéisé suivant :

d d
—@(Koﬁ) +xu=f pour 0<z<l

ou Ky est une constante définie par :
IR B |
LR (R
Ko TJy K(y)
Justifions d’abord que le probléeme est bien posé. On montrera ensuite le théoréme.

3.2 Existence et unicité des solutions

Proposition 2. Pour tout € > 0, I’équation avec les conditions admet une unique solution dans H*(0,1).
De plus, l’équation homogénéisée avec les mémes conditions aux limites admet également une unique solution.

Preuve. Soit k une fonction continue sur [0, 1], minorée par x (on prend k = Ky et k = Ky dans le cas particulier
de I’équation homogénéisée). H}(0,1) est un sous-espace vectoriel fermé de H*(0,1), donc complet. HZ(0,1)
muni du produit scalaire (.,.) est donc un espace de Hilbert. On considére I'application a définie sur H}(0,1)?
par :

1 1
Vu,v € Hy(0,1),a(u,v) = / k(x)u (z)v'(z) do + /\/ u(z)v(z) de
0 0
Clairement, a est une forme bilinéaire. Montrons qu’elle est continue sur H}(0,1)2. On pose :

M = max{\, ||k||oc} >0



Soient u,v € H}(0,1). Alors :
1
a(u,v)| < ‘/ k(x)u dm‘ + )\‘/ d;v par l'inégalité triangulaire
0

1|k(x)u'(a:)v’(a:)\dx + )\’/ u(z)v(z dx

< ||k|\oo/ o (x |dx+)\‘/

< Mlullzzl|vllzz + [[klloo |t/ || 2]V ||z par I’ megalité de Cauchy-Schwarz dans L?(0,1)
< M(Jluflz2llvllz> + [[0]| 2 [0 22)

< Myl + 113/ l0]2 + 1122

= Ml [[o]

D’ott la continuité de a. Montrons maintenant qu’elle est coercive. Soit u € H(0,1). Alors :

a(u,u):/o k(z)u' (z) dm—&—)\/o u(z)*dz car u(0)=u(1)=0

1 1
li/ o (z)% dz + )\/ u(z)? dz
0 0

= tllu'l[72 + AllullZ:

v

e SiA=0,alorsona:

Y]

K K
a(u,u) > wl|w||7e = Sl Ze + 5 lvl172

Y]

g||u||2L2 + gHu'H%z d’apres l'inégalité de Poincaré

K
s

e Si A >0, alors, posant m = min{\,k} >0, on a :

a(u,u) > mllul[

D’ol a est coercive. En outre, Papplication L définie sur H}(0,1) par :

1
Yu € H}(0,1), L(u) = / u(z) f(x) d
0
est une forme linéaire, continue car
Vu € Hy(0,1), | L(u)] < [|fllocluflm
Alors, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une unique fonction u € H{(0,1) telle que
Vv € H}(0,1),a(u,v) = L(v)

Par une intégration par parties, on trouve que u est solution du probleme, et alors elle est unique.

3.3 Preuve du théoréme

Lemme 2. Soit a une fonction T—périodique, continue et non identiquement nulle sur R. Pour tout € > 0, on
définit la fonction a. par

Vz € [0,1], ac(z) = a(%)
Alors, quand € — 0, la fonction a. converge au sens de la topologie L™ faible x vers sa moyenne, ie.
1 1
Vo € LY([0,1]), lim [ a.(2)p(x)de = ao/ o(z)dz
0

e—0 Jo

1 1
0= [ atway

ou



Preuve. ® On montre d’abord la convergence pour ¢ € C°([0,1]). Soit ¢ € C°([0, 1]).
On découpe l'intégrale ainsi :
1 [Zr]-1 cern)T 1
[ e@emar= 3 [ T a@e@det [ e
0 k—o vekT eT|

1
=]

Pour tout k € [0,[2] — 1], on a :

€

e(k+1)T e(k+1)T z
/ ae(2)p(z) dz = / o(2)p(z) da
ekT ekT €

T
= 5/ a(y + kT)p(ekT +ey)dy par le changement de variable affine x = ekT + ey
0

T
= 6/ a(y)(ekT + ey)dy par T—périodicité de ¢
0

— cp(ckT) / aly)dy + ¢ / a(y) ((ekT + ey) — p(kT)) dy

0 0
T T T
B %/0 aly) dy/o p(ekT) dy +€/0 a(y)(p(ekT + ey) — p(ckT)) dy
T T
- 5"0/0 Pp(ekT) dy + 6/0 a(y)(p(ekT + ey) — p(kT)) dy

T T
= eao/ @(ekT + ey) dy + f/ (a(y) — ao)(p(ekT + cy) — p(ekT)) dy
0 0

e(k+1)T
= ao/ p(x)dx + Ar(e) par le changement de variable affine x = kT + ey
ekT

T
on Ay(e) = ¢ / (aly) — a0)(p(ekT + cy) — p(kT)) dy

On obtient alors :

k=0 T[]
Donc, par l'inégalité triangulaire,
1 1 [ex]-1 1
| ec@p@rds—ao [ stz <| S )| +| [ (aule) - an)ple)da 3)
0 0 k=0 eT[7r]

Montrons que les deux termes de droite tendent vers 0 quand € — 0.



- 1 1 .
Puisque & — 1 < [z5], on a:

/5 " (ax(e) — ao)ple) d

T(zr]

< /m lac(z) — aollp(x)] da

=]

1
< / lac(z) — ao)|p(x)| da

—eT

< / (la(@)| + ao)) | (x)| dz

—eT
1

<[ Qlale= + faoDllelo~ do
1—eT

= <T(lallu +lao) =

— 0

/ " (ax(e) — o)) d

T(zr]

Montrons maintenant la convergence de la somme. Soit 6 > 0. Comme ¢ est continue sur le compact [0, 1],
d’apres le théoréme de Heine, elle est uniformément continue sur [0, 1]. Il existe donc 7 > 0 tel que :

5
Va,y € [0,1], |z —y| <n = lo(x) —ey)| <

= laol + llaflz

Alors, pour € € ]0, Z[ et pour tout k € [0,[-5] — 1], on a:

T
Ax(e)] = |e / (a(y) — ao) (p(ekT + ey) — p(ckT)) dy|

IN

T
= [ lalw) - anllo(eR + <) - (=K1 dy
0
T
< [ (Jaol + lall=)lplebT + 29) ~ (k)| dy
0

T

)

< 5/ (lao| + ||a||Lee) ———————dy par continuité uniforme de ¢ sur [0, 1]
0 laol + llaf| L~

[Zr]-1 [zr]-1
Z Ag(e)] < Z |Ak(e)] par Pinégalité triangulaire
k=0 k=0
[&F]-1 1
= 0eT = —
€ 65T[€T}
k=0
<¢§ car[—=] < 1
rl—] < —
— T
Do
[Fr]-1
Ae)] =57 0
k=0

Et donc, d’apres (3)) :

— 0
e—0

/ ' ac(2)o(@) da — aq / o) d

On a ainsi montré : )

Ve € CO[0,1]), lim [ a.(2)p(x)dr = ao/o p(z)dx

e—0 Jg



e On le montre & présent pour ¢ € L1([0,1]). Soit » € L([0,1]). On prolonge ¢ en une fonction @ sur R (par la
valeur 0 en dehors de [0, 1]). Alors ¢ € L*(R) car :

1
Pl = [ 1Z@Ide = [ lo@)de = lplzsqo < +o0
Soit & > 0. Par densité de C°(R) dans L'(R), il existe 1 € CO(R) telle que :

v — Pl <e
On note ¥ la restriction de 1 & [0,1]. Alors 1 € °([0,1]). On a donc :

]/ ae(z dx—ao/olga(x)da:‘

= | [ @ —a [ v dx+/1a5<w><w<m>—w<x>>dx+ao/1<w<w>—w(m))\

< /1(15 d:cfao/ e ’/ ac(x dx’+|a0|‘/ )’
<| [ o ar—ao [ vwaa] + [ lacwliots) - via |dx+|ao|/|¢ @I
< / x—ao/ v de] + el [ 1660) — 30| o+ aal [ 1760 - 50

1
< / a-(z)¢(z) dz — ag wx)dx+<Ha||mo+|ao|>\|w—¢||L1(R>
0

[}

< / 2)de — ag / () dz| +e(lal + laol)

Or, e(|lallze + |aol) — b d’aprés le premier point, sachant que v € C°([0,1]) :
e—

’/0 ac(x dx—a0/¢ ) dx

/O a-(@)p(w)dr — | plx)da

e—0 0

—>0

D’ou

On a besoin d’un lemme supplémentaire.

Lemme 3. Soit (uy)nen une suite de fonctions de H'(0,1) bornée pour la norme ||.|g1. Alors il existe une
fonc[tim] u € HY(0,1) et une sous-suite (Up(n))nen telles que ufp(n) —/ dans L? et Up(n) — U uniformément
sur [0,1].

Preuve. Comme toute fonction de H*(0, 1) admet un représentant continu d’apres le théoréme on peut supposer
que (uy,)nen est une suite de CO([0, 1], R). Par hypothese, il existe M € R, tel que Vn € N, ||u, ||z < M. Sachant
que [0, 1] est un compact de R et R est complet, on va montrer par le théoréme d’Ascoli que A = {u,,n € N}
est relativement compact dans C°([0, 1], R) muni de la norme ||.||o.. Montrons que A est équicontinu. Soit n € N.
Pour tout (z,y) € [0,1]%, on a :

) =) = | [ 0]

/ [ul, (t)] dt d’apres le théoréme [I]

2
([ Weongalar)

/ lul, ()|* dt / o dt  d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

< |x—y|/0 Jul ([ at

< |z —yl|lun|/?: par définition de || g1

< |z —y|M? par hypothése



Dot Va,y € [0,1], [uy () — un(y)| < My/|z — y|. Soit € > 0. On pose § = (55)?. Alors, pour tout n € N et pour

tout (x,y) € [0,1]? tel que |z —y| < 6, on a :

un(@) — ()] < Ve =yl < My () <

On en déduit que A est équicontinu.

Soit x € R. Montrons que A, = {un(z),n € N} est relativement compact. Pour tout n € N, on a :

ntoll = | [ @it =| [ (o + [t o))

/ |un(y)| dy + / / |ul,(t)|dtdy par inégalité triangulaire

/|un |dy+//|u \dtdyf/m |dy+/\u )lat

< lunllzz + Ul llz2 = |un|lzr  par Iinégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(0,1)

< M par hypothese

Donc A, est relativement compact.

D’apres le théoréme d’Ascoli, A est donc relativement compact dans C°([0, 1], R) muni de la norme ||.|[oo. 11
existe alors sous-suite (Uy(n))nen convergeant pour la norme ||.||o vers une fonction u € C°([0,1]). De plus, pour

tout ¢ € D(]0,1]), on a :

[ @@t [ utwote)as] < [ o) - u@liot]ds

1
< ltpm — tlloc / ()| da

—0

n— oo

La sous-suite (uy(n))nen converge donc vers u dans D'(]0, 1[). Donc uf,,, — u' dans D'(]0, 1[) par continuité

de la dérivation des distributions. Or, comme (uy(,))nen est bornée dans H'(0,1), (Ufp(n))neN est bornée dans

L?(0,1). D’ott ) — v dans L?(0,1) faible.
Preuve. Enfin, démontrons le théoréme [@] Soit € > 0. On a :

d du,
dx

Var €10, 1, = (Ke(2)5) + due(2) = f(2)

En multipliant par u., on obtient :

due
dx

Vi €]0,1], —ane () (Ko () 9 4 M2 () = e () ] ()

On integre cette relation :
1 1
d du
- [ (w0 (K@ GE) + M@y = [ s ds
Puis, par intégration par parties, sachant que u.(0) = u.(1) =0, on a :

/ K. dx—l—)\/ dx—/olug(x)f(a:)dx

Puisque Vo € R, K. (x) > &, on obtient :
1 1 1
Ii/ (ul(x))? dx—i—)\/ u?(z) da §/ ue(x) f(x) de
0 0 0
D’ot, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(0,1) :

1 1
5 / (ul () d + A / (2)de < ||l 22 el 2
0 0

Soit :
Rllulll7e + Muelze <[ f]lz2 (|22



e Si A =0, alors on a :
[ fllczlluell e = 11f[|p2luel 22
K K
> sl = Sl + 5 s
> E||u %2 + EHu’ |2. d’apres I'inégalité de Poincaré
= 2 ell L2 2 ell L2 p g
K
= &l
et donc 5
el < —[1£llz2 (5)
e Si A > 0, alors, posant C' = min{\,k} >0, on a :
[fllz2lluelly = (1 f]p2 luell L2

> MuelZ + slluc|z:

> Cllue|7

et donc
el < C7Y| £l (6)

Donc la suite (u:).~o est bornée dans H'(0,1). D’aprés le lemme précédent, on peut alors en extraire une
sous-suite (U, ())e>0 qui converge uniformément vers une fonction u et telle que ufp( -) converge faiblement vers

v’ dans L2(]0, 1]). Pour tout & > 0, on considére la fonction &, définie sur [0, 1] par :
Vz € [0,1],&(2) = Ko (x)ul(x)

Alors, pour tout € > 0,
1 1
2 . 2 2 T 2 T / T 2 T
1€cFn = Néellze + e |72 —/0 (6(x))"d +/O (§e(x))"d
1 1
— [(K@P @ de s [ Ouo) - f@)? ds
0 0

<K% /1(u’s(x))2 dx + /1()\u€(x) — f(x))*dz car K est périodique et continue
0 0
1 1

<IKIE [ @) +2 [ (o) + @) da

1 1

< Nl B +23° [ (un(e)?do+ [ (@) s
0 0

< (1K + 28 + 111

e SiA=0,alorsona:
4 .
€117 < ||K||20?Hf”%2 +|fl7:  dapres

e Si )\ >0, alors :
€017 < (K% +20)C 2| FlI72 + [ flI7:  dapres (6)

Donc (€,(c))e>0 est bornée dans H 1(0,1). Alors, d’apres le lemme |3} il existe une fonction £ et une sous-suite
£pop(e))e>0 qui converge uniformément vers & et telles que f:p og(c) converge faiblement vers ¢'dans L?(0,1). On
note 1) = ¢ o p. Par unicité de la limite, on a & = Au — f. Soit ¢ € L?(0,1). Alors :

'y M & (@) o) de
| v @pterar= |1 2o

- / e e+ [ G o)

Or, &y (c) converge uniformément vers £ et

b(a) — €(x) Ule(x) — £(x)| )
\/0 T@)“w)dx(ﬁ/o e @l < sllpllelé — €l



On a donc

'y () — E(@)

p(r)de — 0

o Kye(@) =0
En outre, d’apres le lemme sachant que &p € L%(0,1) € L'(0,1),
1 1
| gt — [ Eew
On en déduit donc que :
L ()
| o@pe@as — [ St

D’ot u, ) converge faiblement vers %? dans L?(0,1). Par unicité de la limite, on a donc v/ = Kiof. Ainsi :
—(Kou') + X u=f

Finalement, ) — v uniformément. Donc, par unicité de la limite u (qui est 'unique solution du probleme
homogénéisé), ue converge uniformément vers la solution u du systéme homogénéisé.

10
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